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Ingredientes Bayesianos

Combinando a informagdo a priori com a informagdo dos dados (via
funcdo de verossimilhanga), pelo Teorema de Bayes:

m(0) £(6; x)

6] x)= p()

Como p(z) = / 7(0) £(0; x) df ndo depende de 6, podemos escrever:
e

Proporcionalidade

70| z) o m(0) £()
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Exemplo: Modelo Exponencial-Gama

Conjunta p(z1,...,zy,0)

T1,...,2n|0 ~ Exp(0), 6 ~ Gama(ayg, Bo).

Nacleos:
m(0) x gro—1L g=Pod

0(0; ) o O™ =0 2

Logo:
(0| x) x glaotn)—1 o=0(Bo+3 i)

que é o nacleo da Gama(ag +n, By + > x;).
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Exemplo: Média a Posteriori

A média da distribui¢do a posteriori Gama(ag + n, So + > x;) €

Estimativa de Bayes (perda quadratica - veja mais para frente)

ap+n

B6lo =5 >

Esta sera a base para comparar o estimador Bayesiano com o estimador de
maxima verossimilhangca (EMV).
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Func3o de Perda

Para cada 6 € © e a € A (estimativa), existe um nimero L(f, a) que mede
a perda gerada quando:

@ o verdadeiro valor do parametro é 6, e

@ a estimativa adotada é a.

Perda Esperada a Priori (para cada a):

E[L(6,a)] :/@L(H,a)ﬂ(ﬁ) do
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Perda Esperada a Posteriori

Suponha que z é o valor observado de X antes de estimar 6, e 7(6 | ) é a
posteriori.

Para toda estimativa a, a perda esperada a posteriori é:

Defini¢do

E[L(0,a) | ] = /@ L(0,a) 7(0 | ) do

Objetivo

Encontrar a tal que E(L(0,a) | x) seja minima.
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Estimador de Bayes

Define-se o estimador de Bayes para 6, denotado §*(x), por:

Estimador de Bayes

0*(x) = argmin E[L(0,a) | z]

a€O

O estimador 6timo depende da escolha da funcdo de perda L(f,a).
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(1) Perda Quadratica

L(#,a) = (6 — a)?

Estimador 6timo

0*(x) = E(0 | z) (média a posteriori)

A perda quadratica penaliza erros grandes de forma quadratica — é a
funcdo de perda mais utilizada na pratica.
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(2) Perda Médulo (Valor Absoluto)

L(f,a) = |0 — a

Estimador 6timo

0*(xz) = mediana de 7(6 | x)

Mais robusta que a perda quadratica — penaliza erros de forma linear e é
menos sensivel a valores extremos.
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(3) Perda 0-1

L(6,a)

0 seld—al<e
Ve>0
1 se|ld—al>c¢

Estimador 6timo

0*(z) = moda de w(0 | z) (MAP)

O estimador de maximo a posteriori (MAP) é 6timo sob a perda 0-1.
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Resumo das Funcées de Perda

Perda L(6,a) *(x)
Quadratica (0 — a)? Média a posteriori
Médulo |0 —af Mediana a posteriori

0-1 1[|0 — a|] > €] Moda a posteriori (MAP)
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Observacdo 1: Vicio do Estimador de Bayes

O estimador de Bayes é em geral viciado.
Exemplo (continuagdo): sob perda quadratica,

(@) = B0 | 1) = 510 # = ey

Enquanto o EMV é n3o-viciado por construcdo, o estimador de Bayes
incorpora a informag3o a priori e, em geral, é viciado.
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Observacdo 2: Eficiéncia Assintética

Ja vimos que, para n — oo:

70| z) — £0)

e entdo o estimador Bayesiano é assintoticamente eficiente.

Convergéncia

E0|z) =25 Oguv

Para grandes amostras, o efeito da priori desaparece.
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Comparacdo: EMV vs. Bayes

EMV (Estimador de Maxima Verossimilhanga):

n 1

Estimador de Bayes (perda quadratica):

ag+n

POID =5 v

Priori vaga: g — 0, By — 0

E(G | a:) ~ éEMV

Com priori vaga, os dois estimadores coincidem aproximadamente.

15/16



Conclus3o

@ O estimador de Bayes minimiza a perda esperada a posteriori.

A escolha da funcdo de perda determina se o estimador é a média,
mediana ou moda da distribuicdo a posteriori.

O estimador de Bayes é em geral viciado, mas assintoticamente
eficiente.

o Com priori vaga ou amostras grandes, o estimador Bayesiano
converge para o EMV.
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