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Objetivos

@ Introduzir os conceitos basicos de teoria da decisdo;

@ Discutir como obter solucdes 6timas para problemas de decisdo, mostrando que
essas solucdes sdo naturalmente bayesianas (no sentido de serem apenas resumos
da distribuicdo posterior);

@ Sob essa abordagem, apresentar os temas usualmente tratados na inferéncia
estatistica: estimacdo pontual, estimacdo por regido e teste de hipdteses;

@ llustrar os problemas descritos anteriormente através de exemplos tdo simples
quanto possivel.



Introducdo a Teoria da Decisao

@ A teoria da decisdo é uma das possiveis formas de embasar a inferéncia bayesiana.

e Considere uma medida de probabilidade que representa (quantifica) sua incerteza,
isto é, sob algumas suposicGes, se vocé acredita em B pelo menos tanto em quanto
em A, entdo existe uma (nica medida de probabilidade P tal que P(A) < P(B).

@ De modo similar, considere também uma funcdo de perda (ou funcdo de
utilidade) que quantifica numericamente as consequéncias (ou preferéncias) de sua
decisdo para um dado valor do pardmetro. Essa quantificacdo de preferéncias
novamente é subjetiva e, dado um conjunto de suposicdes, existe uma funcdo de
perda que representa numericamente o prejuizo causado por uma decisido para cada
possivel valor do parametro.

@ Essas construcées ndo serdo apresentadas aqui mas podem ser encontradas no livro
Optimal Statistical Decisions (DeGroot, M.H.).



Conceitos Basicos

@ d : decisdo - uma particular afirmac3o, por exemplo, sobre 6. No contexto
inferencial, uma decisdo pode ser uma estimativa (pontual ou intervalar) para 6 ou
a escolha de uma hipétese especifica em um teste de hipdteses.

e D : espaco de decisdes - conjunto de todas as possiveis decisdes (afirmacdes
sobre 6).

e 0: estado da natureza - quantidade desconhecida ou pardmetro (no contexto de
inferéncia estatistica).

O: espaco dos estados da natureza - espaco paramétrico (A: o-algebra de O).

P : A — [0,1]: medida de probabilidade - quantifica numericamente sua
incerteza sobre 6.

o L:2D x O — R: funcdo de perda - L(d, ) que representa o prejuizo de uma
decisdo d quando o estado da natureza é 6.



Exemplo 1

@ Suponha que vocé estd saindo de casa pela manh3 e precisa tomar uma importante
decisdo: levar ou ndo seu guarda-chuva.
o D ={G,G} , em que G: levar guarda-chuva.
o ©={C,C} , em que C: chove durante o dia.

@ Suponha que carregar o guarda-chuva é algo que n3o lhe agrada. Por outro lado,
vocé odeia ficar molhado e acredita que a pior situacdo seria n3o leva-lo e tomar
chuva. Mesmo se chover, vocé ficard incomodado se levar o guarda-chuva pois,
além de té-lo carregado, voltou para casa com o ténis molhado. Note que, nessas
circunstancias, o cenario preferido por vocé seria n3o levar o guarda-chuva e n3o
chover.



Exemplo 1

@ Para quantificar suas preferéncias, considere uma funcao de perda
L:D x 0 — R, de modo que, quanto mais algum cenério lhe gera incémodo,
maior sua perda. Um exemplo é apresentado a seguir.

Estados da Natureza

Decisdo C c

G 2 (ruim) 1 (bom)
G 3 (pior) 0 (melhor)
P) p 1—p

@ Uma possivel maneira de tomar uma decisdo é escolher a decisao “menos
prejudicial”. Se levar o guarda-chuva, no pior caso, sua perda é mgux L(G,0)=2
e, se nao leva-lo, a maior perda possivel é max L(é, 0) = 3. A decisdo que tem a
menor dentre as maiores perdas é levar o guarda-chuva. Esse procedimento para
tomada de decisdes é chamado min-max e consiste em escolher a decisdo d’ tal que
d = argmjnmgLXL(d,G).



Exemplo 1

@ Sendo um pouco mais otimista, vocé pode escolher a decisdo que tenha a maior
dentre as menores perdas. Esse procedimento é chamado max-min e consiste em
escolher a decisdo d’ = argmaxmin L(d, #). No nosso exemplo, esse

d 6

procedimento também sugere que vocé sempre carregue o guarda-chuva.

@ Note que as decisoes escolhidas pelos dois procedimentos descritos anteriormente
sugere que vocé sempre deve carregar o guarda-chuva. Contudo, isso pode nao ser
razoavel. Imagine que vocé estava lendo noticias antes de sair de casa e viu que a
probabilidade de chuva era 0.01. Nesse caso, ndo parece fazer sentido vocé levar o
guarda-chuva, ja que isso vai te trazer um desconforto e a chance de chover é
muito baixa. Portanto, a probabilidade de chover deveria ser levada em
consideracdo em sua tomada de decis3o.



Exemplo 1

@ Uma maneira de considerar a chance de chuva é utilizar a perda esperada. Note
que 0 é uma quantidade desconhecida e, pelo que ja foi discutido anteriormente,
vocé deve descrever sua incerteza em relacdo a essa quantidade em termos de
probabilidade. Suponha que no exemplo P(C) =p, 0 <p < 1.

Perda Esperada ou Risco da decisio d contra a priori P
Para cada decisdo d € D, é possivel calcular o valor esperado da funcdo de perda como

p(d, P) = E[L(d,0)] = / L(0)dP(0) .
(C]

@ No exemplo, temos o
o E[L(G,0)] =L(G,C)P(C)+ L(G,C)P(C) =2p+1(1—p)=p+1;
o E[L(G,0)] = L(G,C)P(C) + =3p+0(1—p) = 3p.



Exemplo 1

@ Deste modo, as perdas esperadas associadas a cada decisdo dependem da
probabilidade de chuva p e, para cada possivel valor de p, deve-se tomar a decisao
que tem menor perda esperada.

@ Por exemplo, se a probabilidade de chuva é p = 0.1, temos que as perdas esperadas
para as decisoes de levar ou n3o o guarda-chuva s3o, respectivamente,
E[L(G,0)=11eE [L(é, 0)] = 0.3. Sob essa abordagem, sua decisdo seria de
ndo levar o guarda-chuva nesse caso.

@ Por outro lado, se a probabilidade de chuva for p = 0.9, suas perdas esperadas

seriam respectivamente E[L(G,0)] =19e E [L(é, 9)] = 2.7, de modo que a
decisdo 6tima seria levar o guarda-chuva.



Exemplo 1

o O grafico a seguir apresenta as perdas para cada decisdo d e para cada valor de p.
E possivel notar que a decisdo 6tima é levar o guarda-chuva quando p > 0.5 e ndo
leva-lo caso contrario.
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Problema de Decisao

e Um problema de decisdo sera denotado por (0,2, L, P), onde © é o espaco
paramétrico, 2 é o espaco de decisbes, L : D x ©® —> R é uma func3o de perda e
P é a distribuicdo de probabilidade que representa sua crenca sobre a quantidade
desconhecida 6. Equivalentemente, a funcdo de perda L poderia ser substituida por
uma fungdo de utilidade U (por exemplo, tome U = —L).

@ A solucdo de um problema de decisdo (0, D, L, P) é chamada decisdo de Bayes
(ou decisdo étima), d* € D, tal que p(d*, P) = dinzf)p(d, 0).
€

@ O risco de bayes é a perda esperada da decisdo de Bayes,

p(d*, P) = inf p(d, P).
deD

@ Para uma argumentacdo mais formal sobre a escolha pela decisdo que minimiza a perda
esperada, ver Optimal Statistical Decisions (DeGroot, M.H.).



Problema de Decisao com Dados

@ Suponha que antes de escolher uma decisdo d € D, é possivel observar um v.a. X
que (supostamente) esta relacionada com 6 (isto é, X traz alguma informac3o
sobre 0).

@ Desde modo, considere a familia P = {f(-|f) : 6 € O} de funcdes de distribuicdo
condicionais para X, isto é, para cada 6 € © é possivel determinar a distribuicio
condicional de X|6. Essa distribuicdo, juntamente com a distribuicdo a priori f(6),
determina totalmente uma distribui¢do conjunta f(z,0) = f(x|0)f(0).

@ O objetivo agora é encontrar uma regra de decisdo que, para cada possivel
observacdo = € X, serd associada uma decisdo em D.



Problema de Decisao com Dados

@ Defina uma funcdo de decisdo 6 : X — 2D que associa a cada resultado
experimental z € X uma decisdo d € 2. Denote o conjunto de todas as possiveis
funcdes de decisdo por A.

e O risco p(9, P) da funcdo de decisdo § € A é dado por

p(6,P) = E[L(5,0)] // 0) dP(z,0) .

e A funcio de decisdo de Bayes, 6* € A, é tal que p(6*, P) = 51n£p(5, P).
(S



Exemplo 2

° Seja © = {0,,0,}, D ={a;,a,}, X ={0,1}.
X6, ~ Ber(3/4), X|0y, ~ Ber(1/3) e, a priori, P(0 =6,) = P(0 =0,) = 1/2.

Considere a funcdo de perda a seguir.

L 6, 0,
ag 0 5
a, 10 0

@ Temos que |A| = 22 = 4, de modo que as possiveis funces de decisdo s3o

ay, =1 a, =20
51<l‘)={ a; ,Z’:O 52($)={ CL; x:l
03(z) = ay 0(z) = ay



Exemplo 2

Para a funcdo d;, temos

v 0 6() L(,(x),0) P(zl0)  P(0) P(z,0)
0 o a2 10 1/4 1/2  1/8 = 3/24
0 % %2 0 2/3 /2 2/6 = 8/24
! 0 a 0 3/4 1/2  3/8 = 9/24
! % ! b 1/3 12 1/6 = 4/24
(01, P) = 1 ij(é( 1,0,) P(X = 2]0.)P(0,) =10 = +5 + =20

roe 7=0 i=1 L _PZC 92 Y 24 24

De forma anéloga, p(d,, P) =130/24, p(d5,P)=160/24, p(d,, P)=120/24 .

Risco de Bayes:

. a, r=1
@)= ={ o L] o(6" P) = 5024



Forma Normal x Forma Extensiva

e Em problemas mais complicados, pode ser muito trabalhoso (ou impossivel) obter a
func3o de decisdo dessa forma, chamada de forma normal. Sob essa abordagem, é
necessario encontrar a funcdo de decisdo de bayes d* dentre todas as possiveis
funcdes de decisdo em A.

@ Nesses casos, pode ser mais facil resolver o problema usando a forma extensiva
em que, para cada x € X, obtém-se a decisdo de Bayes d; que minimiza o risco
posterior, definido por r,.(d) = / L(d,0)dP(0|x).

o

@ Assim, é possivel obter uma decisdo de Bayes d’. para um especifico ponto z
observado ou, ainda, construir uma func3o de decisdo de Bayes, fazendo
0*(z) = d} para cada x € X. A seguir, é mostrado que essa duas formas
produzem resultados que minimizam o risco.



Forma Normal x Forma Extensiva

p(8,P) = E[L(5,0)] = / / L(6(x),0)dP(z,0) = / / L (6(z),0)dP(6)z)| dP(z).
oYX X (S]

74 (8())

Note que a integral interna (em 6) pode ser resolvida para cada x fixado. Para cada z,
considere a decisdo d} tal que r, (d}) = dinf r,(d). Assim,
S

o(5,P) = / / L (8(x),0) dP(8]) | dP(x) = / r, (8(2))dP(z)
X © X
74 (8(x))

2/367“3C (d:)dP(x).

De modo que, a fung¢do 6* : X — D tal que 0*(x) = d}, é uma fungdo de decisdo de
Bayes.



Voltando ao Exemplo 2

D ={ay,ay}, X0, ~ Ber(3/4), X|0, ~ Ber(1/3)e P(6,) = P(6,) =1/2.

PO,|X=0)= P(X =016,)P(6,) _ % % _ 3

P(0,| X = = —
2 80
L X = =0P X = 10 P X =
c(a, P ;_1 (ay,0;)P(8;] 0) =0 P(60,] 0) + 10 P(0,| 0) = 11
15
r.(ay, P) =5 P(0;]X =0)+0 P(6,|]X =0) = Tl

Logo, para © = 0, d; = a,. De forma anéloga, para z = 1, d] = a, e, portanto,

5*($):{ Gy, =0

a, z=1.



Decisao e Inferéncia Estatistica

@ Todos os problemas de inferéncia estatistica podem ser vistos como um caso
particular de Teoria da Decis3o.

@ Por exemplo, um problema de estimacdo pontual consiste em encontrar um “chute”
para o valor do pardmetro 6, de modo que o espaco de decisbes é D = ©.

@ Nesse tipo de problema é usual considerar funcdes de perda da forma
L(d,0) = s(0)A(d,0), onde A é uma distancia (ou uma medida de discrepancia)
relacionada ao erro por tomar a decis3o d quando o valor do pardmetro é f e s é
uma funcdo n3o-negativa relacionada a gravidade do erro para cada 6 (pode ser
constante).



Exemplo 3 - Estimac3o Pontual para Perda Quadratica

e Considere um problema de estimacdo pontual, isto é, 2 = O, onde a funcio de
perda é dada por L(d,8) = (d — 0)?, conhecida como perda quadritica.

r(d) = /(d )2 dP(0)a) = / (d2 — 240 + 62) dP(0]x)
(C] (C]

= d2/dP(9\w) —2d/0 dP(0|z) +/02 dP(0]x)
C C C]
— d — 2d E[f|z] + E[6%|2]
@ Como r,(d) é um polinémio de grau 2 em d, o minimo ocorre em d = E[f]|z].
@ No caso em que E[f|z] ¢ O, d. serd o ponto do espaco paramétrico mais préximo

de E[0|z] , de modo que r,(d%) = c%ncf) r.(d).
<

e Um estimador para # contra a perda quadréatica é §*(X) = E[0|X].



Estimacdo Pontual para Outras Funcoes de Perda

o Estimador de Bayes para 6 contra diferentes funcées de perda:
@ Perda Quadratica: Ly(d,0) = (d — 0)? = §5(X) = E[0|X];
@ Perda Absoluta: L,(d,0) = |d — 0] = 0;(X) = Med(8]|X);

@ Perda 0-1: Ly(d,0) =cl(d # 0) = §5(X) = Moda(0]|X).



Exemplo 3 - Voltando a Perda Quadratica

@ O risco a posteriori para o estimador 05(X) = E[6]|X] é

1 (EWJa]) = [ L(&(@),6)dP(6le) = [ (0~ Eloja))* aP(6la) = Var(oo).
(C)] (C)
de modo que o risco de Bayes é dado por

/ / (0 — E[0|z])2dP(8|z) dP(z) = E[Var(0X)] .

Var[f|z]




Exemplo 3 - Voltando a Perda Quadratica

e A variancia da posteriori Var(6|x) pode ser vista como uma medida de informacio,
no sentido que quanto menor essa varidncia, mais concentrada é a distribuicdo e ha
“menos incerteza” sobre 6. Nesse sentido, espera-se que ao observar X = z, a
varidncia Var(6|z) diminua em relac3o a variancia da priori Var(0).

Var(0) = E[Var(0|X)]+ Var[E(]X)]

constante A} T

@ Aparentemente, como espera-se que a variancia da posteriori diminua, a variancia
do estimador deveria aumentar. Algumas vezes isso é colocado como se o objetivo
fosse encontrar o estimador de maior variancia, em contradicao com a abordagem
frequentista. Contudo, ha outra interpretacdo desse resultado: deseja-se obter um
estimador que varie bastante de acordo com o valor observado de X, isto é, a
informac3o trazida pela amostra muda sua opinido sobre 6.



Exemplo 4 - Perda Quadratica

e X,,...X, ciid. tais que X,|0 ~ Poisson(8) e, a priori, § ~ Gama(a,b).
o A func3o de verossimilhanca é f(z|0) o< [] 0% e=? e a priori é f(6) oc 921 757,

o A posteriori é f(f|x) oc 2% ¢ . gal o7b0 o gatiwi—l o= (bin)0
de modo que 0| X =z ~ Gama (a + > x;,b+n).

@ Como visto anteriormente, o estimador de Bayes contra a perda quadratica é o
valor esperado de # dado X e, neste caso,

§(X)=E[f|X] = —=L— .



Exemplo 4 - Perda Quadratica

e Note que E[X,|0] = 0, de modo que E[X;] = E[E(X,|0)] = E[0] = a/b.

e Além disso, Var(f) = [% e Var(0|X) = m. Ent3o,
- _fermx] _wesEx) _p0rn
Pl ’P)_E[V“Tw'X)]_E[ b+ n)? ] = hin? (btn?  bh+n)

@ Por fim, note que a decisdo de Bayes pode ser escrita como uma combinacdo linear
da média da distribuicdo a priori e do estimador de maxima verossimilhanca (EMV)

b+n  b+n\b b+n



Uma Funcao de Perda Nao Usual

Resultado

Seja L(d,0) =1(|0 —d| >e) =1—ld—e <0 <d+¢),e>0. Entdo, 6*(X) é
centro do intervalo modal, isto é, o intervalo de tamanho 2¢ de maior probabilidade a
posteriori. Em particular, quando ¢ | 0, temos que 0*(X) = Moda(0|X).

Demo: O risco posterior de uma decisdo d é

r,(d) = E[L(d,0)|z] = E[l(|0 —d| >¢)]=E[1-l(d—ec <0 <d+¢)|z]
=1—Pld—ec<0<d+e¢lx)

O risco r,(d) é minimo quando a probabilidade P(d —e < 0 < d + ¢|z) é méxima.
Assim, basta tomar o intervalo [d} — e ; d} + ] com maior probabilidade a posteriori e
a decisdo de Bayes nesse caso sera o valor central desse intervalo, d.



Exemplo 5 - Funcao de Perda Nao Usual

Considere o Exemplo 4 em que 0|z ~ Gama(a + Y z;,b+ n) e a funcdo de perda do
resultado anterior, L(d,0) = (|0 — d| > ¢). Para diferentes valores de ¢, tem-se:




Exemplo 5 - Funcao de Perda Nao Usual

@ Quando ¢ | 0, temos que essa funcdo de perda é equivalente a Perda 0-1,

Lo(d,0) = 1(d £ 6) e

0"(x) = Moda(flz) = sup f(8]2) = ——=—

@ Similarmente ao exemplo da perda quadréatica, é possivel escrever o estimador de
Bayes desse exemplo como combinac3o linear da moda da priori e do EMV.

. a+y X, —1 b a—1 nooS
5*(X) = Moda(6]X) = bZJrn :Hn( . )+b+nx.



Estimacao por Regides

@ Em um problema de estimac3o por regides (ou estimacdo intervalar, no caso
univariado), o objetivo é obter um conjunto de valores razoaveis para 6.

@ Mais formalmente, temos um problema aonde a decisdo consiste em escolher um
subconjunto do espaco paramétrico, de modo que D = A, onde A é og-algebra de

subconjuntos de ©.

@ Uma estimativa por regido é comumente chamada na literatura Bayesiana de
regiao de credibilidade ou regido de probabilidade v =1 — a.



Funcao de Perda para Estimacao por Regioes

@ Uma funcdo de perda razoavel para um problema de estimac3do por regido deve
levar em consideracdo dois fatores:

e O tamanho da regido d € A,
o Pertinéncia de 6 na regido d.
@ Assim, considere uma func3o de perda da forma
L(d,0) =\d)—kl(0€ad),

em que A(d) é o “tamanho” da regido d e | é a func3o indicadora.

@ Por exemplo, A pode ser a medida de Lebesgue, no caso continuo, ou a medida de
contagem, no caso discreto (no caso geral, considere uma medida que domina a
distribuicdo a posteriori, P(f|z) < \).



Estimac3do por Regides - Caso Absolutamente Continuo

@ No caso em que a distribuicao a posteriori é absolutamente continua com relacdo a
medida de Lebesgue, o risco a posteriori de uma decisdo d € A é

Tz(d)Z/[/\(d)—kﬂ(eed)] dP(0|x):/
(C]

10 € d)do — / k10 € d) £(6]2)d0
(C]

(C]

- /(1 — kf(0]z))do .

d

@ Esse risco é minimo quando

d={0€0©:1—kf(0lz) <0} ={0€0O: f(Olx) > 1/k} .

@ Assim, a decisdo de Bayes contra essa funcdo de perda consiste em escolher uma
regido d € A que contém os pontos do espaco paramétrico com maior densidade a
posteriori.



Regidao HPD - Regido de Maior Densidade a Posteriori

@ A regido R C O é dita uma regido HPD (Highest Posterior Density) de
probabilidade -y se

Q@ P(He€R|x)=r,
@ YocReVO &R, f0lz)> f(0]2).

@ Na pratica, é comum escolher um valor da probabilidade v da regido R. Isso é
equivalente a fixar um k, na fungdo de perda L(d,0) = A(d) — k., (0 € d) .



Exemplo 6 - Intervalo de Credibilidade para a Normal

o Seja X,..., X,, ci.i.d. tais que X;|0 ~ N(0,1/7), 7=1/0? , com 7 conhecido.

e Considere que, a priori, § ~ N(m,1/v) entdo

0|:r~N vm+nm_" 1
v+nt v+nT
N — e’ N e’
MI xT
e, assim,
60— M
7 = 2 | 2~ N(0,1) .
VYV,

@ O intervalo HPD de probabilidade y =1 —a =0.95 é

Mil_%
v+ nT v+ nT

ICr(l—a) = [Mw - Za/Z\/Vw; Mw + Za/Q\/Vw] =




Exemplo 6 - Intervalo de Credibilidade para a Normal -

@ Uma possivel forma de representar falta de informac3o a priori é tomar o limite v | 0
(1/v 1 00). Dessa forma, tem-se 0|z ~ N(z,1/(n7)) ~ N(Z,0%/n).

@ Neste caso, o intervalo HPD coincide com o I.C. frequentista ICr(1 — «) = [i‘ + 1.96i].

NG

2
theta



Exemplo 7 - Intervalo de Credibilidade para Posteriori Assimétrica

e Considere Xy, ..., X,, c.i.i.d. tais que X,|0 ~ Unif(0,0). Se § ~ Pareto(a,b),
entdo 0|z ~ Pareto(a + n, max{z,,b})

max a+n
f(6lx) = ! ej-ﬁ-i:f-(ln), 2l l(max{z,),b} <0 < o0).

@ Note que a func3o de densidade a posteriori é estritamente decrescente de modo
que o extremo inferior da regido HPD é max{z,,,b}. A funcdo de distribui¢cdo a
posteriori é

,b a+n
F(flz) =1— (Hm{z(”)}> ’

de modo que o extremo superior do intervalo pode ser obtido fazendo

max{x(n> 5 b}

_ (1= Watn) o gr — T @0): 01
(1—7) <0 A=)/

0 o+

max{z,,b}\ """ max{x,,b
1_( {z(n) }> e {2, b}



Exemplo 7 - Intervalo de Credibilidade para Posteriori Assimétrica

Hla,X{iL'(n), b}

ICr(1 — ) = |max{z,), b}, ~Tfa)

a
theta



Testes de Hipdteses - Conceitos Basicos

e Uma hipétese estatistica é uma afirmacdo sobre o pardmetro € (ou a familia ).
No caso usual, tem-se duas hipdteses: H, : 6 € ©, , chamada de hipétese nula,
e H : 0 € © =0, chamada hipétese alternativa.

e Um teste de hipétese é uma regra de decisdo ¢ : X — {0,1}, onde ¢(z) =1
significa rejeitar H,, (d: decidir por H;) e p(x) = 0, n3o rejeitar H, (d,: decidir
por Hy).

@ Se rejeita-se H, (aceita-se H,) quando H|, é verdadeira, comete-se um erro do
tipo |. Por outro lado, se ndo rejeita-se H, (aceita H,) quando H, é falso, ocorre
um erro do tipo Il.

e O conjunto ¢ (1) = {z € X : ¢(x) = 1} recebe o nome de regido de rejeicdo
(ou regido critica).

@ Uma hipétese é dita simples se contém apenas um ponto, H : 6 = 6,. Caso
contrario é chamada de hipétese composta. No caso em que H : § € © é tal
que dim(0,) < dim(O), diz-se que H é uma hipétese precisa (“sharp”).

Introdugdo a Teoria da Decisdo



Testes de Hipdéteses como um Problema de Decisao

o Considere que © = ©,UO, e deseja-se testar H,, : § € O, contra H, : 0 € O;.

@ Novamente, temos um problema de decisdo em que d: decidir por H, e d;: decidir
por H,. Considere entdo a funcio de perda a seguir, com ay < a; e by < b;.

L(d,0) ©, O,

dy ag by
dy a; by

@ O risco posterior de cada uma das decisdes é

r.(dg,0) = agP(0 € Ogl|x) + by P(O,|x) = agP(0 € Og|z) + by [1 — P(O¢|z)]
= agP(0 € Ogl|z) +b; — b, P(Oyx) ,



Testes de Hipdteses como um Problema de Decisao

e De modo que rejeita-se H, p(z) =1, se r,(dy, P) < r,(dy, P)

< (a; —by) P(Oq|r) + by < (ag —by)P(Og|z) + by

(by —bo)
& PBolr) < (ag —ag) + (by —by) -

@ O teste de bayes nesse caso é

(b, — by)
1, P(Oylr) <
SO(QU):{ (Sol) (ay —ag) + (by — by)
0, c.c.
e E comum adotar-se perda igual a zero quando a decis3o tomada é correta,
b
ag = by = 0, de modo que rejeita-se H,, se P(Oy|z) < LI
a; + by



Exemplo 8 - Teste de Hipdteses para a Média da Normal

o X,,...,X, ciid. tais que X;|0 ~ N(0,0%) com 02 conhecido.
e Considere que o objetivo é testar H : 0 < 0, contra H, : 6 > 0.

@ Suponha que, a priori, @ ~ N(m,v?), de modo que

9|X~N(U(2) T;H—nvj z , 208 v? 2)
og +nv op +nv
e Sendo ® a funcido de distribuicdo da N(0,1), temos que
0. — o2 m+nv?
0 T o20nu?
P €Oylz) =PO<b|z)=P| Z< Rl
g6 U
Ug?kfmﬂ

:@ =

2 .2
g2 v
o%+nv?

2 2 4
_ogmtnv' T B
0o T2 <I> ((03 + nv?)0, — ot m — nv? {L')
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Exemplo 8 - Teste de Hipdteses para a Média da Normal

e Utilizando o resultado anterior, deve-se rejeitar H, se

(b —by)
POeO < =K
( ole) < (ay —ag) + (by —by)

- (02 +nv?)0y — ot m —nv? T
oo v \/02 + v

(0§ +nv*)0y —og m oy \/ o8 + nv?

= T >

- nv? nv
- 5> a2 (0, —m)2—|— nv26, _(I)—l(K)UO Vo2 + nv? .
nv nv

@ Seay=by=0ea, =by, entdo K = 0.5, d71(0.5) = 0 e rejeita-se H, se

o2(0y —m) + nv?0, m=0,
n? vToo ou nToo

r >

0, .



Conclusoes

@ Foram introduzidos os conceitos basicos de teoria da decis3o;

@ Discutiu-se como obter solucdes étimas para problemas de decisdo com e sem
dados, mostrando no segundo caso a equivaléncia entre a forma normal e extensiva;

@ Como casos particulares da teoria da decisdo, tem-se os temas usualmente
abordados pela inferéncia estatistica: estimacdo pontual, estimacdo por regido e
teste de hipdteses;

@ Foram apresentados diversos exemplos ilustrativos para os problemas descritos
anteriormente.



