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Aprendizagem supervisionada (1) Insper

Para um determinado fenémeno, temos um vetor de p > 1 varidveis
preditoras X = (X1,...,X,) € RP e uma varidvel resposta Y.

Informalmente, o objetivo da aprendizagem supervisionada é entender
as relacoes entre X e Y.

Exemplo: no conjunto de dados Advertising temos informagdes
sobre as vendas de um produto em 200 mercados.

Em cada mercado, temos trés variaveis preditoras, TV, radio e
newspaper, que determinam quais os gastos em propaganda, em
milhares de ddlares, feitos pelo fabricante do produto em cada uma
destas midias.

A varidvel resposta sales consiste no nimero de vendas do produto,
medido em milhares de unidades.

2/51



Aprendizagem

supervisionada (2)

Insper

sales

sales

sales

radio

newspaper

3/51



Sinonimia e problemas nao supervisionados Insper

Na literatura, as variaveis preditoras também sdo denominadas
entradas, varidveis independentes (péssimo nome), varidveis
explicativas e caracteristicas (features).

A variavel resposta também é denominada saida, varidvel dependente
e varidvel explicada.

Nos problemas de aprendizagem nédo supervisionada ndo temos uma
variavel resposta.

Dois problemas nao supervisionados exemplares sao a andlise de
conglomerados (clusters) e os procedimentos de reducao dimensional,
tais como a Andlise de Componentes Principais (Principal
Components Analysis ou PCA).

Por hora, trataremos dos problemas de aprendizagem supervisionada.
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Regressao e classificacao Insper

Em um problema de regressdo, a variavel resposta é quantitativa:

Y e R.

Em um problema de classificacio!, a varidvel resposta é qualitativa e
pertence a um conjunto finito de rdtulos ou classes: Y € {0,1,...,c}.

A diferenca é aparentemente indcua, mas veremos que hé resultados
tedricos especificos para cada tipo de problema.

Comegaremos examinando os fundamentos dos problemas de
regressao.

INa literatura hd um pequeno “bug” terminoldgico, pois regressdo logistica se
refere a um método de classificagao.



Func3o de regressado (1) Insper

Suponha que o par (X,Y) tenha distribuicdo conjunta Fx y, que ndo
conhecemos, pois estamos fazendo inferéncia.

Problema

Queremos uma funcédo v : R? — R que minimize o erro de predicio
esperado E[(Y — 1 (X))?].

Observacdes:

1. Em Aprendizagem Estatistica, o erro de predi¢do esperado
também é denominado erro de teste esperado, ou apenas erro de
teste. Utilizaremos estes termos sem diferenciacao.

2. Para aqueles familiarizados com a Teoria da Decisdo, estamos
trabalhando com uma funcio de perda quadrética. E possivel
refazer as andlises a seguir com outras funcoes de perda, obtendo
conclusdes similares, porém os cdlculos sdo muito mais dificeis.
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Func3o de regressdo (2) Insper

O erro de predicao esperado

BI(Y — w(X)] = [ (v~ (@) dFxy (2.1)
pode ser reescrito utilizando as propriedades da esperanca condicional:
E[(Y — $(X))?] = E[E(Y — ¢(X))? | X]
- /E[(Y —¢(2))? | X = 2] dFx(x).

Portanto, para resolvermos o problema, basta encontrar 1 que
minimize o integrando E[(Y — ¢ (z))? | X = x].

7/51



Func3o de regressdo (3) Insper

Para obter uma solucao do problema, defina t = ¢ (z) e observe que

E[(Y —¢(2))” | X =2] =E[(Y —1)* | X = 1]
=E[Y?| X =2] - 2tE[Y | X = 2] +t* =: g(t).

Zerando a derivada de g em relacao a t obtemos
gt)=—-2E[Y | X =2]+2t=0

se e somente se t = E[Y | X = z]. Note também que ¢”(¢t) =2 > 0.

Portanto, a funcdo ¥ que minimiza o erro de predicdo esperado é a
fungdo de regressio ¥(x) = E[Y | X = z].
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Aprendendo sobre Insper

A solugao obtida é formal, no sentido de que, uma vez que nao
conhecemos a distribui¢do conjunta F'x y, também ndo conhecemos a
esperanca condicional E[Y | X = z].

Suponha que temos dados de treinamento (X1,Y1),...(Xp,Y,) tais
que os pares (X;,Y;) sdo independentes e identicamente distribuidos
com distribuicdo Fx y.

A idéia central da aprendizagem estatistica supervisionada é utilizar a
informacao contida nestes dados de treinamento para construir uma
funcdo ¥ : RP — R que serd nossa estimativa (nosso “chute”) para .

Formalmente, ¢ = Z[(X1,Y1),...,(Xn,Yy)], em que .Z é um
funcional “arbitrariamente complicado”. Cada funcional .
corresponde a um método especifico de aprendizagem.
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Predicdo e inferéncia (1) Insper

H4 dois propositos, em geral antagonicos, quando se trata de aprender
sobre .

No contexto de predi¢cdo, procuramos um método de aprendizagem
que faga boas previsoes no seguinte sentido.

Para um novo vetor de variaveis preditoras X, tratamos 1/3 como uma
“caixa-preta” e queremos 1/3 que, para a variavel resposta Y
correspondente, produza um erro de predicao esperado

E[(Y — 9(X))?] pequeno.

No contexto de inferéncia, queremos um método de aprendizagem que
produza solugdes interpretaveis.

Em inferéncia, a prioridade é entender a relagdo entre a varidvel
resposta e cada uma das varidveis preditoras. Neste caso, ndo
podemos tratar @[AJ como uma “caixa-preta”: a forma funcional de 1&
precisa ser interpretével.
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Predicdo e inferéncia (2) Insper

No contexto de inferéncia, as perguntas tipicas sao:

» Quais preditoras sdo associadas com a resposta?

» Qual a relagdo entre a resposta e cada uma das preditoras?

No exemplo dos dados Advertising, gostariamos de responder
perguntas inferenciais do tipo:

» H& uma associacao entre TV e sales?

» Um aumento de 25% em newspaper levaria em média a que
mudanca em sales?
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Predicdo e inferéncia (3) Insper

Nos modelos de aprendizagem estatistica observa-se um perde-ganha
(trade-off) entre predigdo e inferéncia.

Em geral, modelos mais flexiveis, que preveem bem, ndo sao afeitos a
interpretagdo (funcionam como “caixas-pretas”), enquanto modelos
menos flexiveis e mais interpretaveis tém capacidade preditiva
limitada.

High

_| Subset Selection
Lasso

Least Squares

Generalized Additive Models
Trees

Interpretability

Bagging, Boosting

Support Vector Machines

T T
Low High

Flexibility
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Modelo aditivo (1) Insper

Suponha que temos o modelo aditivo ¥ = ¢(X) + €, em que o vetor
de preditoras X tem distribuicdo F'x e o erro aleatério € é uma
variavel aleatoria, independente de X, cuja distribuigao é tal que
E[e] = 0 e Varle] = 02 (desconhecida).

Note que este modelo induz uma distribuicido conjunta Fx y para o
par (X,Y) e que E[Y | X = z] = ¢(x).

Neste modelo, 1 representa a informacao sistemdtica do vetor de

preditoras X sobre a varidvel resposta Y.

Intuitivamente, o erro aleatorio representa fatores que afetam a
resposta Y, mas ndo estao relacionados aos valores das preditoras que
compoem X.

Ou seja, é como se tivéssemos outras varidveis preditoras que afetam o
valor da resposta, mas que nao sao observadas, e o erro aleatério
quantifica a incerteza devida a esta informacao incompleta.
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Modelo aditivo (2) Insper

Incorporando os dados de treinamento (X1,Y7),...(X,,Y,) e novos
erros aleatérios €1, ..., €,, 0 modelo aditivo assim completado fica
descrito como:

> Y =9y(X)+e

> Vi = (X;) + €.

> X e os X;’s tém a mesma distribuicdo F'x.
>

€ e 0s €;’s tém a mesma distribuicdo, com esperanga 0 e varidncia
02 (desconhecida).

> X, 0s X;’s, € e 08 ¢’s sdo todos independentes.

Notacionalmente, iremos interpretar X como um novo vetor de
preditoras a partir do qual queremos prever a resposta Y utilizando a
estimativa 1[) obtida a partir dos dados de treinamento

(X1,Y1),... (X, Vo).

Ou seja, nossa predicio para a resposta Y serd ¥ = 1[1(X)
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Erro redutivel e irredutivel (1) Insper

Este modelo aditivo nos permite decompor o erro de predicao
esperado E[(Y — 9(X))?] em fatores interpretaveis.

Pelas propriedades da esperanga condicional, o erro de predigao
esperado de uma v pode ser expresso como
E[(Y = 4(X))*] = E[E[(Y - ¢(X))* | X]]
— [BIY — 6(@)? | X = 2] dFx (o).

Portanto, basta examinar a decomposicao do erro de predigao
condicionado em X = x.

Resultado
E[(Y —4(2))* | X = 2] = EQM[¢)(z)] + \cff, :

redutivel irredutivel

em que EQM[¢(z)] = E[((z) — ¢(2))?] é o erro quadritico médio
condicionado em X = z.
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Erro redutivel e irredutivel (2) Insper
A interpretacao deste resultado é que podemos reduzir EQM[@Z(x)]

escolhendo o método de aprendizagem que produz ¥, mas nao
controlamos o tamanho de 2.

Demonstracao
E[(Y —4(2))* | X = a] = E[(¢(2) + € — $(2))* | X = 2]
= E[({(2) — ¢(2))*] + 2E[($(2) — () - ] + E[€]
= E[({(2) — ¢(2))*] + 2 (E[$(2)] = ¢ (2)) - E[] +0

= B({(x) - ¢(2))*) + o
= EQM[()] + 0.

Portanto, fatoramos o erro de predigao esperado como

E[(Y — (X))?] = / EQM[i(x)] dFx (x) + 0%,
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Decomposicdo do erro redutivel (1) Insper

A parcela redutivel do erro de predi¢ao admite uma decomposicao que
possui um papel central em Aprendizagem Estatistica.

Resultado
EQM[¢(z)] = Viés®[)(z)] + Var[(z)],

em que o viés e a variincia condicionados em X = x sdo dados por

Viés[i ()] = Ef ()] — ¥(z) e Varlj(x)] = E[({(2) — ER)(2)])?):
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Decomposicdo do erro redutivel (2) Insper

Demonstracao
EQM[¢(x)] = E[($(z) — ¢/(2))?]
= E[($(x) - E[)(2)]) — (¥(x) — E[P(2)])]
= E[(¢(x) - E[t)(2)])’]
— 2(E[i)(2)] - E[ib(2)]) - (¢(z) - E[(2)])
+ (E[{(2)] — v(x))?
= Vies’[i)(2)] + Var[i(x)].
Portanto, a fatoracdo completa do erro de predicao esperado é dada
por

/ Viés®[)h(z)] dFx (z / Var[)(x)] dFx (z) + o2,

em que o primeiro e o segundo termo da fatoragao sdo respectivamente
0 viés ao quadrado esperado e a variancia esperada do método de apren-
dizagem.
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Perde-ganha viés-variancia Insper

Informalmente, a varidncia de um método de aprendizagem estatistica
mede o quanto a estimativa ¥ muda conforme retreinamos o modelo
com novos dados de treinamento.

Para um método com grande varidncia, uma pequena mudanca nos
dados de treinamento leva a uma grande mudanga em v (e vice-versa).

O viés de um método de aprendizagem mede o quanto 7,/3 difere em
média de v sob replicacdo do processo de aprendizagem.

Por exemplo, ao usarmos um modelo linear para aprender sobre uma
1 fortemente ndo linear teremos um grande viés.

Em geral, métodos mais flexiveis apresentam um menor viés, mas, por
outro lado, tais métodos possuem uma variancia maior.

Empiricamente, nota-se em geral que nos métodos de aprendizagem
estatistica hd um perde-ganha viés-variancia (bias-variance trade-off):
é facil diminuir o viés do aprendizado aumentando a sua varidncia (e
vice-versa).
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Concretizando os conceitos (1) Insper

A melhor maneira de concretizar os conceitos que discutimos até
agora ¢ examinar um processo de aprendizagem especifico utilizando
dados simulados.

No mundo artificial da simulagido saberemos coisas que nao
saberiamos ao analisar dados reais: conheceremos a fungao de
regressao v e as distribuigoes das preditoras e dos erros aleatorios.

Nesta simulagdo iremos associar uma tnica variavel preditora X, que
determina o nimero de anos de estudo de um individuo, com a
variavel resposta Y, definida pela renda anual do individuo, medida
em milhares de reais.
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Concretizando os conceitos (2) Insper

A informagao sistemaética de X sobre Y serd dada pela funcao de
regressao nao linear definida por

¥(x) = 45 - tanh (1339

)

—7) + 57.

Para a preditora X utilizaremos uma distribui¢do uniforme entre 8 e
18 anos de estudo.

O erro aleatério tera distribuigdo normal com esperanga 0 e desvio
padrao igual a 4.

Na figura a seguir temos o grafico da fungdo de regressao ¢ e de 30
pares (z;,y;) de dados de treinamento gerados pelo modelo aditivo
especificado.
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Funcao de regressao e dados de treinamento Insper
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Métodos de aprendizagem (1) Insper

Nesta simulagdo, o método de aprendizagem sera uma smoothing
spline, implementada pela fun¢do smooth.spline() do R.

Propositalmente, ndo estamos interessados nos detalhes internos deste
modelo. Vamos tratd-lo como uma “caixa-preta”. SO precisamos saber
que neste modelo hd um pardmetro denominado graus de liberdade
(gl) que regula a flexibilidade do aprendizado.

Quando temos gl = 2, ao treinar o modelo obtemos uma ¥ que é a
reta de minimos quadrados ordinarios.

Conforme crescemos o nimero de graus de liberdade, por exemplo
utilizando gl = 7, o modelo fornece curvas v mais adaptadas aos
dados.

No extremo, com gl = 30 graus de liberdade, a 1& fornecida pelo
modelo é uma linha poligonal que interpola perfeitamente os dados de
treinamento.
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Métodos de aprendizagem (2) Insper
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Aproximacoes de Monte Carlo Insper

Para estes modelos, podemos obter aproximagoes de Monte Carlo
para os fatores do erro de predicao esperado utilizando o seguinte

algoritmo.

Para gl = 2,...,n, repetimos o seguinte procedimento.

Parai=1,..., M, geramos z(® de Fx e repetimos o seguinte procedimento.
Para j = 1,..., N, geramos (zY),yy)), R (zﬁf),ygj)) e treinamos 1[1;51).

. s > i N s(gl i i 2
Aproximamos Viés?[4) (&) (z(D)] por ((% Z]_Zl w;g )(z(l))) - dz(x(”)) .
Aproximamos Var[¢ &) (z()] pela variancia dos N valores dos @;gl)(x(i))’s.

Aproximamos o viés ao quadrado esperado por ﬁ ZM N Viés2[121(gl)(a:(7"))].
i=

Aproximamos a variancia esperada por 47 ZM N Var[i) &) (V).
i=



Simulagdo do perde-ganha viés-variancia (1) Insper
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Simulacdo do perde-ganha viés-variancia (2) Insper

A simulacao mostra que o viés do aprendizado cai conforme
aumentamos sua flexibilidade utilizando valores maiores para o
numero de graus de liberdade, ao mesmo tempo em que a varidncia do
aprendizado cresce.

O uso de um modelo flexivel demais leva ao sobreajuste (overfitting)
dos dados de treinamento: tal modelo “ajusta” perfeitamente os
dados de treinamento, mas possui um erro de predigao elevado.

O equilibrio entre viés e variancia nos levaria a escolher, neste caso,
aproximadamente 7 graus de liberdade.

Vemos que aprender sobre o erro de predicdo tem um duplo propésito:

1. Escolher, dentro de uma classe de modelos alternativos, aquele
que melhor equilibra viés e varidncia (model selection ou selegio
do modelo).

2. Medir a performance preditiva do modelo escolhido (model
assesment ou apreciag¢io do modelo).
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Erro quadratico médio de treinamento (1) Insper

Ao trabalhar com dados reais, como poderiamos estimar o erro de
predicao esperado?

Para uma ¢ treinada com dados (1,91) -+, (TnyYn), defina o erro
quadrdtico médio de treinamento por

Seria possivel estimar o erro de predigdo esperado utilizando o erro
quadratico médio de treinamento?

A figura a seguir compara o erro quadratico médio de treinamento e o
erro de predicao esperado da nossa simulagao.
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Erro quadratico médio de treinamento (2) Insper
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Erro quadratico médio de treinamento (3) Insper

Vemos que nao é possivel estimar o erro de predi¢ao esperado
utilizando diretamente o erro quadratico médio de treinamento

Conforme aumentamos o nimero de graus de liberdade, o erro
quadratico médio de treinamento cai monotonicamente.

De fato, para o modelo com 30 graus de liberdade, que interpola
perfeitamente os dados de treinamento, o erro quadratico médio de
treinamento ¢ igual a zero.

Portanto, se usdssemos o erro quadratico médio de treinamento para
escolher o niimero de graus de liberdade do modelo, sempre
selecionariamos um modelo sobreajustado.
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Validacdo cruzada tirando-um-fora (1) Insper

As técnicas de wvalidagdo cruzada sdo procedimentos de reamostragem
utilizados para estimar o erro de predi¢ao esperado de um método de
aprendizagem.

Suponha que temos em méaos algum método de aprendizagem
supervisonada que fornece, a partir de dados de treinamento
(1,91),- -+, (Tn,yn), uma estimativa ) para a fungdo de regressio .

A walidagio cruzada tirando-um-fora (leave-one-out cross validation,
que abreviaremos por LOOCYV) permite estimar o erro de predigao
esperado do método de aprendizado em questao da seguinte maneira.

Para i = 1,...,n, remova o par (z;,y;) dos dados de treinamento e
calcule a estimativa ¥\ ;) com os n — 1 dados de treinamento

remanescentes, obtendo eqm; = (y; — ﬁ(\i)(zi))? A estimativa
LOOCYV para o erro de predicdo esperado é

1 n
C\Qn)ZZ E:}E:eqn%.
i=1
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Validacdo cruzada tirando-um-fora (2) Insper

A figura abaixo ilustra o procedimento LOOCV.

=

N

w
=
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Valida¢do cruzada em k lotes (1) Insper

A walidagio cruzada em k lotes (k-fold cross validation) permite
estimar o erro de predi¢ao esperado de um método de aprendizado da
seguinte maneira.

Quebre aleatoriamente os dados de treinamento em k lotes com
aproximadamente o mesmo tamanho.

Para i =1,...,k, remova o i-ésimo lote dos dados de treinamento e
calcule a estimativa 1)(\;) a partir dos dados de treinamento
remanescentes, obtendo

1 2 2
eamt = (tamanho do i-ésimo lote) )GZ_ ot (5 = Yo (@)
Tj,Yj5 7-es1imo lote

A estimativa da validacdo cruzada em k lotes para o erro de predicdo
esperado é

k
1
C\Qk)i: z;zz:eqny.
i=1
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Validacdo cruzada em £k lotes (2) Insper

A figura abaixo ilustra o procedimento de validagéo cruzada em k
lotes.
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Relacoes entre os dois procedimentos Insper

Note que LOOCYV torna-se um caso particular da validac¢io cruzada
em k lotes se fizermos k = n.

LOOCYV é um procedimento com maior custo computacional, uma vez
que estamos treinando o modelo n vezes. No entanto, a validacao
cruzada em k lotes tem outra vantagem, menos 6bvia.

No procedimento LOOCYV tiramos a média dos eqm;’s obtidos pelo
ajuste de conjuntos de dados muito similares, o que induz uma forte
correlacdo positiva entre tais eqm,’s. Uma vez que

Var[CVi,,)| = — ZVar EQM;]+ = Y Cov[EQM,, EQM,],

1<z<_7<n

o procedimento LOOCYV, em geral, apresenta uma variancia maior do
que a validagao cruzada em k lotes. No fundo, o que estad em jogo é
mais uma encarnagao do perde-ganha viés-variancia.

A préatica indica que as escolhas kK =5 e kK = 10 sdo um bom
compromisso entre viés, variancia e custo computacional.
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Um problema de classificacao Insper

Imagine que temos dados de 2000 clientes de um banco. Para cada
cliente, observamos duas varidveis preditoras: Idade e Renda média
mensal, medida em saldrios minimos (em um problema mais realista
terfamos muito mais varidveis preditoras disponiveis).

Os 2000 clientes estao rotulados em duas classes, Sim ou N&o,
indicando se usaram ou nao o limite do cheque especial por mais de
21 dias no ultimo ano. Esta é nossa varidvel reposta.

Um classificador é uma regra que, para um novo cliente que acaba de
abrir conta no banco, permite classifici-lo em uma das classes, Sim ou
N&o, a partir dos valores de suas preditoras Idade e Renda.

A utilidade pratica de um classificador é que ele permite predizer o
comportamento de um futuro cliente. Baseado nesta predigao, o
banco pode tomar diversas decisdes especificamente para aquele
cliente, tais como valores das tarifas dos servigos etc.
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Descricao formal Insper

No caso geral, temos um vetor de varidveis preditoras X € RP, uma
varidvel resposta Y € C'={0,...,c}, e queremos construir um
classificador ¢ : RP — C.

Sem perda de generalidade, vamos supor que temos apenas duas
classes: C' = {0, 1} (correspondentes as classes Sim e Ndo dos dados
bancdrios).

Os problemas em que hd um classificador ¢ que nunca erra sao de
pouco interesse cientifico.

No banco, sempre havera clientes com a mesma idade e renda, mas
que possuem padroes distintos de utilizagdo do cheque especial.
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Classificacao supervisionada Insper

Introduzimos incertezas em nossa descricao tratando o par
(X,Y) € R? x C como um vetor aleatério com fungéo de distribuicdo
conjunta F'x y.

Metéafora: um oraculo gera um X a partir da fungdo de distribuicéo
marginal F'x e depois disso gera um Y a partir da funcao de
distribuicao condicional Fx|y( - | x) (conhecida na literatura como
“distribui¢do do supervisor”).

A funcao de distribuicdo conjunta fica determinada formalmente por

Py = [ Frixty|0dPx(),
(—o0,2]
na qual usamos a notagdo (—oo,z| := (—oo,x1] X -+ X (—00, x4].
Estamos fazendo inferéncia: ndo conhecemos Fx y.

Nosso contexto é nao paramétrico: a menos do suporte, nao impomos
quaisquer restrigoes a F'x y.
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Erro de classificacdo esperado (1) Insper

Definimos o erro de classificacio esperado de um classificador ¢ pela
probabilidade do classificador errar: Pr{yp(X) # Y}, que serd uma
medida da “capacidade de generalizagao” do classificador.

Na literatura, o erro de classificacdo esperado também é denominado
erro de teste esperado, ou apenas erro de teste. Novamente,
utilizaremos estes termos sem diferenciagao.

Para fazer a conexao com o erro de predi¢io esperado definido no
contexto de regressdo note que Pr{p(X) # Y} = E[l{,(x)2v1]-

Portanto, nos termos da Teoria da Decisdo, o que estd em jogo é a
fungdo de perda que estamos utilizando nos dois problemas (regressao
e classificacdo).

No problema de regressao, da aula anterior, trabalhamos com uma
funcéo de perda quadratica e no problema de classificagdo utilizamos
uma perda 0-1.
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Erro de classificacdo esperado (2) Insper

Defina o classificador de Bayes por

o () = {1 se Pr{Y =1| X =z} = n(x) > 1/2;

0 caso contrario.

O classificador de Bayes tem um papel formal: em um problema real
néo conhecemos Fy y. Portanto, também néo conhecemos 7(z) e néo
conseguimos construir ¢*.

O erro de classificagido esperado de ¢* é denominado erro de Bayes.

Quando temos dados simulados a partir de uma distribuicao
conhecida, podemos construir o classificador de Bayes ¢*
explicitamente.

Resultado
O classificador de Bayes é 6timo: para qualquer classificador ¢, temos

que Pr{"(X) # Y} < Pr{p(X) # Y}.
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O classificador de Bayes é 6timo (1) Insper

Demonstracao
Para qualquer classificador ¢ e um vetor de preditoras = € RP, note
que Pr{p(X) =Y | X =2} = Pr{p(z) =Y | X = z} é igual
aPr{ =0]| X =2} =1-n(x), quando p(z) = 0, e é igual a
Pr{Y =1]| X =2} = n(x), quando ¢(x) = 1. Assim,
Pr{p(X) #Y | X =a} =1 - Pr{p(X) = Y | X =z}
= 1= (Ip(y=0y (1 = n(@)) + I{p(a)=1y1(x))
=n(z) — (2n(z) = Dl{p@)=1},

uma vez que I{,z)=0y = 1 — I{y(z)=1}. Portanto,
Pr{p(X) £ Y | X =2} — Pr{e"(X) £V | X =2}

= (20(2) = 1) (I{p@)=1} — Lp(x)=1) -
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O classificador de Bayes é 6timo (2) Insper

Demonstracdo (continuacdo)

Temos dois casos: se p*(x) = 0, entdo, pela defini¢do do classificador
de Bayes, temos que 2n(z) —1 < 0 e I{p«(o)=1} — I{p(x)=13 < 0. Quando
©*(z) = 1, temos que 2n(x) =1 > 0 e 1y (2)=1} — L{p(z)=1} = 0. Assim,
em ambos os casos, temos que

Pr{p(X) #Y [ X =2} —Pr{e"(X) Y [ X =2} 20. ()

Pela definicdo de probabilidade condicional, para todo classificador ¢,
temos que

Pr{p(X) £Y} = / Pr{p(X) £Y | X = o} dFy ().

Obtemos o resultado desejado integrando (*) com respeito a dFx (x).
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k vizinhos mais préximos (1) Insper

Suponha que temos uma certa funcao de distancia definida no espago
das preditoras RP.

Para dados de treinamento (z1,y1),-. .., (Zn,yn) € um novo & € R?, o
classificador dos k vizinhos mais préximos (k-nearest neighbors, que
abreviaremos por k-nn) determina os k pontos em {z1,...,z,} mais
proximos de x e classifica  como pertencente a classe mais frequente
entre as respostas y; destes k vizinhos mais préximos (voto da
maioria).

Quando k é par, algum critério ad-hoc de desempate é adotado.

Diversas distancias podem ser utilizadas: Euclidiana, Mahalanobis
etc. A literatura sobre esta escolha é extensa, especialmente quando
algumas das preditoras sao categoéricas.
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k vizinhos mais préximos (2) Insper

No caso k = 1, as preditoras x1,...,x, dos dados de treinamento
definem células de classificagdo que formam uma estrutura geométrica
conhecida como tesselagdo (mosaico) de Voronoi.

Cover e Hart provaram em 1967 que, assintoticamente, o erro de
classificagao esperado da regra 1-NN nunca é maior do que o dobro do
erro de Bayes, de maneira universal, ou seja, para qualquer F'x y.
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k vizinhos mais préximos (3) Insper

De maneira analoga ao resultado discutido no contexto de regresséo,
nao podemos utilizar a tazxa de erro de treinamento

1 n
=D eta=u
=1

para escolher k, pois esta taxa é igual a 0 quando k=1 e
escolheriamos sempre o classificador sobreajustado.

Escolhemos k£ minimizando a estimativa do erro de classificagao
esperado obtida por validagao cruzada.

Quando temos muitas preditoras (p grande), o classificador k-nn sofre
a “maldicao da dimensionalidade”, pois, grosso modo, em um espago
euclidiano de dimensao muito alta todos os z;’s estariam
aproximadamente a mesma distancia da origem.

Uma variante do k-nn é utilizada para regressdo nao paramétrica: ao
invés do voto da maioria, toma-se a média das respostas dos k
vizinhos mais préximos.
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Classificador com k =1

Renda

Insper

Idade

T
70

47 /51



Escolhendo £ via validacdo cruzada

Validagéo cruzada em 10 lotes

Insper
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Classificador com k = 23
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Aproximacao de Monte Carlo para o erro de Bayes Insper

library(mvtnorm)

N <- 1074
y_bayes <- numeric(N)

x <- matrix(nrow = N, ncol = 2)
y <- sample(c(0,1), N, replace = TRUE)

for (i in 1:N) {
if (y[i] == 0) { x[i,] <- mvrnorm(1, mu = muO, Sigma = SigmaO) }
else { x[i,] <- mvrnorm(1, mu = mul, Sigma = Sigmal) }

if (1 + exp( dmvnorm(x[i,], mean = muO, sigma = SigmaO, log = TRUE)
- dmvnorm(x[i,], mean = mul, sigma = Sigmal, log = TRUE) ) < 2) {
y_bayes[i] <- 1

} else {
y_bayes[i] <- 0

}
}
bayes_error <- mean(y_bayes != y)
cat("Bayes error = ", sprintf("},.4f\n", bayes_error))

## Bayes error = 0.0183
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