OBJETIVOS

Ao final desse grupo de slides os alunos deverao ser

capazes de:

v Explicar a diferenca entre regressao espuria e

cointegracao.

v Justificar, por meio de teste de hipoteses, se um conjunto

de séries temporais cointegra ou nao.

v' Estimar os parametros de um modelo de regressdo com

series temporais nao estacionarias mas cointegradas.



Insper

Cointegracao
eo

Modelo de Correcao de Erros

Aula 10a
Bueno, 2011 — Capitulo 7 Johansen, (1996)
Enders, 2010 — Capitulo 6 Juselius (2008)
Heij et al., 2004 — Secéao 7.6 Lutkepohl (1991, 2006)

Hendry e Juselius (2000, 2001) Morettin, 2011 — Capitulo 10



Introducao

Um dos objetivos da Econometria € avaliar empiricamente
teorias econdmicas que, em geral, pressupdem relacdes de

equilibrio de longo prazo entre variaveis economicas.

A averiguacao das teorias econoOmicas pode ser feita com
base em modelagem de séries temporais que, via de regra,

apresentam algum tipo de tendéncia.



Modelos de regressao que envolvam dados
de séries temporais apresentando tendéncia

podem levar a resultados espurios.



Regressao Espuria

FendOmeno que ocorre quando duas variaveis nao sao
diretamente correlacionadas, mas apresentam correlacao
com uma terceira variavel, e a regressao entre as duas
primeiras é significante, mas nao quer dizer nada, porque

cada uma delas é explicada por essa terceira variavel.

A esse fenoOmeno, Granger e Newbold (1974) deram o nome

de problema de regresséo espuria.

Observacao: Uma regressao espuria costuma exibir valores baixos da

estatistica de Durbin-Watson e um alto valor de R2.



Regressao Espuria

Ainda, Granger e Newbold (1974) mostraram, via simulacoes,
gque é bastante alta a probabilidade de néo rejeicéo estatistica
da existéncia de relacao entre duas variaveis geradas por

dois passeios aleatdrios independentes.

A priori, a solucao que se recomendava, nesses casos, era
estimar a regressao utilizando as variaveis na primeira

diferenca.



Cointegracao

Porém, essa ndo é a melhor das solucdes (eliminar a
tendéncia atraves da tomada de diferencas), pois acabamos
por esconder as propriedades de longo prazo da relacao
entre as variaveis econdomicas, 0 que €, em ultima instancia,

a razao da estimacao efetuada.

Além disso, se atendéncia estocastica for comum a todas as

variaveis, diz-se que existe um equilibrio de longo prazo.



Cointegracao

Phillips (1986) demonstrou que ha uma situacdo em que €
possivel trabalhar com o nivel das séries, e nao com as
primeiras diferencas, sem correr o risco de regressoes
espurias, desde que as series utilizadas sejam cointegradas

de uma particular ordem.



Processos Cointegrados



Processos Cointegrados

Uma combinacao linear de processos (1) sera usualmente

().

Em geral, se {x;} e {y,} forem ambos I(d), entao a combinacao
linear

u; =y — B1x¢
sera usualmente I(d).

Todavia, € possivel que wu,seja integrado de uma ordem

menor, digamos I(d-b), b > 0.



Processos Cointegrados

Cointegracao, portanto, implica que y, e X, compartilham
tendéncias estocasticas semelhantes e, de fato, como sua
diferenca u, é estacionaria, elas nunca divergem muito uma
da outra. Ou seja, elas comovimentarao no longo prazo
porque uma combinacao linear delas é reversivel a média

(estacionaria).



Processos Cointegrados

Entretanto, no curto prazo ha desvios dessa tendéncia
comum, de modo que u, € chamado de erro de equilibrio,
porque expressa 0s desvios temporarios do equilibrio de
longo prazo.

Do exposto, as variaveis cointegradas y, e X, exibem uma
relacao de equilibrio de
Ve — B1X¢
e o0 erro de equilibrio, definido por
ut
representa desvios de curto prazo a partir da relacao de
longo prazo.



Processos Cointegrados

Definicao 1. (Engle e Granger)

As componentes do vetor X, serao cointegradas de ordem (d,

b), e escreveremos
X, ~C.l.(d, b),
se:
(a) todos as componentes de X, séo I(d);
(b) existe um vetor = (g, ..., B,)', ndo-nulo, tal que

L'X =X, +...+ . X, ~1(d-b), d>b>0. (1)

O vetor S, de ordem n x 1, € chamado vetor de cointegracao.



Processos Cointegrados

Definicao 2. (Campbell e Perron)

As componentes do vetor X, n X 1, serao ditas cointegradas
de ordem (d, b), denotada por X, ~ C.l. (d, b), se existir pelo

menos um vetor g néao nulo tal que:

u =X,'f~1(d-b), d=>b>0.

~

O vetor S, de ordem n x 1, € chamado vetor de cointegracéo.



(1)

(1)

Observacoes

Segundo Engle e Granger, todas as variaveis devem ser
Integradas de mesma ordem. Todavia, trata-se de uma
condicao muito restritiva, pois hda modelos em economia
gue relacionam variaveis com diversas ordens de

Integracao.

Por outro lado, testes sobre hipoteses econdmicas
poderao ser realizados, dado que houve um relaxamento
sobre a condicao imposta na definicao dada por Engle e

Granger, segundo a definicdo de Campbell e Perron.



Observacoes

(iii) O vetor de cointegracao nao é unico, pois dado o escalar
A # 0, entao AB é também um vetor de cointegracao.
Tipicamente, uma das variaveis € usada para normalizar
B, fixando-se seu coeficiente igual a 1; usualmente toma-

se f=(1, -4, ..., -f3,)’; de modo que

/?'Xt — xlt _IBZXZ'[ _“-_:annt :



Observacoes

(iv) Por exemplo, se #’X; ~ 1(0), temos que

Xlt :IBZXZI +"'+IBant + U,
com

u, ~ 1(0).

Nota: Em equilibrio de longo prazo, u, = 0 e a relagcao de

equilibrio de longo prazo é

Xlt ::Bzxm +“'+IBant'



EXEMPLO 1

Suponha que

Xit= Wt &gy,
Xot = W + &4,
Ky = Ky T &,

em que
os erros séo i.i.d. (0, 6;°) e independentes entre si.

Pergunta: X, e X,, sao cointegradas? Justifique.

X1y € X5, sé@o I(1), uma vez que p, € I(1). Ainda, p, representa a tendéncia
estocastica comum. Finalmente, X, — X, = &, — &, ~ 1(0). Ou seja, o vetor

de cointegracao é g = (1 -1)’.



EXEMPLO 2

Considere as séries
Xpe = BoXor + &1y
Kot = Ko + €
em que
os erros séo i.i.d. (0, 6;°) e independentes entre si.

Pergunta: X, e X,, sao cointegradas? Justifique.

Nao é dificil perceber que X,, & I(1) e representa a tendéncia estocastica
comum. Ainda, a primeira equacao representa a relacdo de equilibrio de

longo prazo. O vetor de cointegracao é = (1 —8,)’.



Exercicio 1
(ANPEC2004 — QUESTAO 09)

Considere a seguinte regressao entrey, e z;:

Y = oz, +U

em que
U, € o termo de erro aleatorio.

Sao corretas as afirmativas:

(0) Se 'y, for I(1) e z, for 1(0), entdo y, e z, s&o cointegradas. O)F
(1) Sey, for 1(0) e z, for I(1), entédo y, e z, S&o cointegradas. (1) F
(2) Sey, for I(1) e z, for I(1), entéo y, e z, s&o cointegradas. (2) F

(3) Sey, for I(1), z, for I(1) e u; for 1(0), entao y, e z, sao cointegradas. (3)v
(4) Se u, for 1(0) as séries y, e z, S840 necessariamente cointegradas. (4) F
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Teorema da Representacao de Granger

Se

X, ~ CI(1,1),

entao ele pode ser representado por um

Mecanismo/Modelo de Correcao de Erros (MCE).



Modelo de Correcao de Erros
(MCE)



Voltando ao Exemplo 2

Considerando as séries
Xl,t - BZXZ,t T &4
X2,t - X2,t-1 T &4,
em que

os erros séo i.i.d. (0, 6;%) e independentes entre si.

Vimos que X,, € I(1) e representa a tendéncia estocastica
comum. Ainda, a primeira equacao representa a relacao de

equilibrio de longo prazo.



Voltando ao Exemplo 2

Assim, a primeira pergunta que se faz é: sera que a relacao

de equilibrio é obedecida em todos os periodos de tempo?

Ou seja, seraque g;;, =0 em todos os periodos de tempo?

Aqui, ¢, faz o papel do erro de equilibrio e representa

desvios de curto prazo a partir darelacao de longo prazo.



Voltando ao Exemplo 2

Assim, considerando que a resposta para a pergunta anterior
seja negativa, entao os desvios de curto prazo, g, deverao
ser corrigidos para que o0s desequilibrios possam ser

corrigidos para que a cointegracao seja observada.



Voltando ao Exemplo 2

Do exposto, suponha que, por exemplo, variagcoes em X,
dependam de desvios deste equilibrio no instante t-1, ou
seja,

AX = o (X g = BoXoq) + A,

Ainda, variagbes em X,,, alem de depender dos desvios de
equilibrio no instante t-1, também podem depender das

variagoes em X, e X,, no instante t-1, assim:

AXp =0 (X g = BoXoq) + a0 1AX g + a5, 1AX, 1 + Ay



OBSERVACAO

Relagao similar poderia ser pensada para a variavel X,,.

Assim, por exemplo

AX, = 0p(Xy g = BoXs 1) + Ay,

ou, por exemplo

AX ¢ = 0p(Xy g = BoXoq) + 8s1 1AX 1 + 89 1A, + Ay,



Teste de Cointegracao
de
Engle-Granger



INTRODUCAO

Além de muito intuitivo, o teste de cointegracao de Engle e
Granger (1987) e indicado para ser feito sobre uma unica
equacao.

Todavia, num sistema com varias variaveis (n > 2), pode
existir mais de um vetor de cointegracdo e usando O
procedimento de Engle-Granger, que sera descrito em breve,
SO e estimado 1 vetor de cointegracao, o que pode nao ser
muito razoavel, a menos que se especifigue muito bem qual
equacao se quer testar. Assim, a solucao da escolha da
equacao estarad na especificacao das relacbes economicas
entre essas variaveis.



Teste de Cointegracao de Engle-Granger

Considere o vetor X, = (y, z)’, de dimenséo 2 x 1, integrado
de ordem 1, por exemplo.

Aqui, suponha que a forma funcional que sera utilizada para
conduzir o do teste de interesse seja dada por:

Y, =, + [z, +U, (EC)

Cuidado: é importante tratar adequadamente a entrada dos

termos deterministicos na forma funcional.



Teste de Cointegracao de Engle-Granger

ApoOs estimar os parametros da equacao (EC), por MQO,
forme os residuos da mesma e, com base na seguinte

especificacao para a forma funcional auxiliar,
m

A U =, + Z 5iAut—i + ft
i=1

conduza um teste de hipoteses adequado, sobre o parametro

v, para verificar se os residuos da (EC) sao I(1) ou 1(0).



Teste de Cointegracao de Engle-Granger
As hipoteses de interesse sao dadas por:

Ho: v = 0 (série apresenta raiz unitéaria).

H,: vy <O (série ndo apresenta raiz unitaria).

v' Caso a hipoOtese nula nédo seja rejeitada, entdo y, e z, nao
sao cointegradas (regressao espuria).
v’ Caso a hipotese nula seja rejeitada, entdo y, e z, sao

cointegradas (valor de f, tende a ter significado

economico)



OBSERVACAO

Nesse procedimento ha uma diferenca importante no que diz
respeito aos valores criticos do teste CRADF (cointegrated
residuals ADF) a serem tomados como referéncia, uma vez
gue o0s residuos da cointegracao, estimados por MQO,
provavelmente serao estacionarios, ja que o critério de
minimizacao da soma dos quadrados dos residuos impoe

gue a soma dos residuos sejaigual a zero.



OBSERVACAO

Assim, as tabelas utilizadas nos testes ADF sao
Inadequadas, pois levam a rejeicao da hipotese nula com

uma frequéncia maior do que a realmente devida.

Portanto, para evitar tal problema, € necessario fazer uma

correcao nos valores criticos dessas tabelas.

Engle e Granger (1987), MacKinnon (1991, 2010) e Enders

(2004) apresentam tabelas adequadas para tais testes.



OBSERVACAO

Em especial, o procedimento de MacKinnon (2010) € bastante
Interessante para obter os valores criticos associados ao
teste CRADF (n = 1, 2, ..., 12), uma vez que leva em
consideracado néo soO todos os possiveis tamanhos amostrais
como também a presenca ou nao de termos deterministicos
(constante, tendéncia linear e tendéncia quadratica). Para
mais detalhes, vide o Apéndice de MacKinnon (2010), paginas

11 e 12.



Teste de Cointegracao de Engle-Granger

Valores Criticos
para o teste de Cointegracao sugerido por Engle-Granger

T 1% 5% 10%

50 -4,123 -3,461 -3,130
100 -4,008 -3,398 -3,087
200 -3,954 -3,368 -3,067
500 -3,921 -3,350 -3,054

Fonte: Engle e Granger (1987).




Problemas no Procedimento de Engle—Granger

1. SO tem dinamica na segunda etapa (implica em reducao de poténcia
do teste)
10. Passo — Estima modelo estatico
20. Passo — Teste CRADF gera dinamica.

2. Requer aclassificacado das variaveis em endogena e exdgena.

e SO quero estudar se ha comportamento de equilibrio; ndo estou,
sempre, interessado em relacbes de causa-efeito; s6 quero saber se

as séries caminham estavelmente.
3. Sen>2, pode existir mais de um vetor de cointegracao.
e Usando modelos de regressao s estimo 1 vetor, o que pode néo

ser razoavel.



EXERCICIO

O arquivo vendas.wfl apresenta as seéries anuais, entre 0sS
anos de 1937 e 1990, de vendas (em milhares de unidades) e
de gasto com propaganda (em milhares de ddélares), de uma
determinada empresa norte americana. Verifique a
veracidade das seguintes afirmacoes:

(a) A série de log(vendas) € estacionaria.

(b) A série de log(gasto com propaganda) € estacionaria.

(c) Aregressao

log(ven, )= 8, + A, log( prop, )+ u,

é espuria.



EXERCICIO

Considere o arquivo vendas.wfl, que apresenta as Sseéries
anuais, entre os anos de 1937 e 1990, de vendas (em milhares
de unidades) e de gasto com propaganda (em milhares de
dolares), de uma determinada empresa norte americana. Com
base nos resultados do teste CRADF, anteriormente aplicado,
existe um MCE? Em caso negativo, explique. Em caso

afirmativo, estime.



Mecanismo/Modelo

de

Correcao de Erros Vetorial
(VEC)



Modelo de Correcao de Erros Vetorial (VEC)

Para compreender facilmente o MCE, considere o exemplo
envolvendo os precos de um mesmo produto em diferentes

mercados.

Para facilitar, imagine apenas dois mercados.

Imagine, por exemplo, que P,, e P,, sejam as series de precos
do produto nos mercados 1 e 2, respectivamente.

Ainda, é razoavel admitir que as duas variaveis econdémicas
exibam uma relacéo de equilibrio de longo prazo.



Modelo de Correcao de Erros Vetorial (VEC)

Ainda, considere que a relacao (normalizada) de equilibrio de

longo prazo entre as séries de precos seja dada por

Plt - BPZt'

A primeira pergunta que se faz é:

sera que essarelacao é obedecida em todos os periodos de

tempo?



Modelo de Correcao de Erros Vetorial (VEC)

Em caso afirmativo,
P —BPx =0,

Ou seja, temos uma relacdo matematica.

Em caso negativo,
P — BPy = &

Aqui, g faz o papel do erro de equilibrio e representa desvios

de curto prazo a partir da relacado de longo prazo.



Modelo de Correcao de Erros Vetorial (VEC)

Assim, considerando o segundo caso, 0s desvios de curto
prazo deverdo ser corrigidos para que os desequilibrios

possam ser corrigidos para que a cointegracao seja

observada.



Modelo de Correcao de Erros Vetorial (VEC)

Do exposto, suponha que, por exemplo, variacoes em P,

dependam de desvios deste equilibrio no instante t-1, ou
seja,

AP = ay(Py g — BP2rg) + 3y
Ainda, umarelacéo similar pode ser pensada para P,:

APy = 0,(Pyy 1 — BPyq) + ay,.



Modelo de Correcao de Erros Vetorial (VEC)

O mesmo vale para um mecanismo de correcao de erro mais
geral. Ou seja, suponha que P, e P,, sejam duas séries I(1) e

que P, — BP,, seja arelacdo de equilibrio.

Assim,

AP = 0o (Pyq = BPsyq) + @11 1AP 1 +21,5,AP,; + Ay,

AP, = 0y(Py 1= BPsyq) + @51 AP + @55 AP + Ay



Modelo de Correcao de Erros Vetorial (VEC)

Das equacOes anteriores, defina o vetor X, como
Xi = (P Pay)’
assim, podemos escrever o modelo anterior da seguinte

forma:

AX, = a B' X+ AA X tE (1)

com

all,l a'12,1
a‘21,1 a'22,1
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|l
R
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Modelo de Correcao de Erros Vetorial (VEC)

Supondo que P, e P, sejam I(1), entao AP,, e AP,, serao
ambas 1(0). Ainda, os membros do lado direito das igualdades

deverao ser [(0).

Supondo os erros a,; e a, ruidos brancos estacionarios,
segue-se que

a‘i(Pl,t-l - ﬁPZ,t-l) - I(O)’ | = 1, 2.

Logo, se a; # O ou a, # 0, segue que P, — BP,, ~ I(0) e
representa uma relacao de cointegracao entre P, e P,..



OBSERVACOES

(i) E facil perceber que (1) é um modelo VAR(1) nas
primeiras diferencas, com um termo de correcao de erro

adicionado.

(i) Os parametros a, e a, s&o relacionados a velocidade de
ajustamento. Se ambos forem nulos nao ha relacédo de

longo prazo.



Modelo de Correcao de Erros Vetorial (VEC)

Ainda, (1) pode ser escrito como

Xt . Xt—l = l}l Xt—1+ A(th_ thj T &

~ ~ ~

ou

X, :(In+aﬁ'+Athl—AXt2+8t

~

Ou seja, (1) pode ser visto através de um VAR(2), em nivel.



Modelo de Correcao de Erros Vetorial (VEC)

Nao é dificil mostrar que para um VAR(2) n-dimensional,

M= PRt P Rt 2
teremos
AX, =F AX ~TIX +g, (3)
com
F=—®, e 1:[:|n_q?l_q?2



OBSERVACAO

Ja foi estudado, anteriormente, que o sistema descrito em (2)

sera estavel se todas as solucdes de

det| | —®, L-®,L° |=0

~

estiverem fora do circulo unitario.

Todavia, aqui, suponha que 0 vetor seja n&o-estacionario,
com um ou mais autovalores sobre o circulo unitario e os

demais dentro do circulo.



Modelo de Correcao de Erros Vetorial (VEC)

Do slide anterior,

det(ln—(I)l—(I)zj:O

logo, a matriz
=1, -o,-9,
é singular.
Ainda, suponha que o posto de IT seja igual a r. Ou seja,

p(IT) =r (< n).



OBSERVACAO 1

De acordo com um teorema proposto por Granger (vide, por
exemplo, Bueno, 2008, pagina 213), se uma matriz nao tiver
posto completo ela podera ser decomposta em duas matrizes

multiplicativas. Ou seja, em n0oSso caso, teremos

m=op

Essa serda uma propriedade bastante adequada para dar uma
Interpretacdo econdmica a series temporais e € a base para
desenvolver o teste de cointegracao multivariado de

Johansen, que sera visto em breve.



OBSERVACAO 2

» Se posto de IT for igual a zero, ndo existe cointegracao,
pois nao existe vetor de correcao de erros. Logo, AX, tem

representacao VAR(p-1) estacionaria.

» Se posto de IT for igual a n, entao o vetor X, ~ [(0). Logo,
nao faz sentido falar em cointegracao. Ou seja, X, tem uma

representacao VAR(p) estacionaria.



Modelo de Correcao de Erros Vetorial (VEC)

Da Observacao 1, IT pode ser decomposta como

I1=af’,
em que

o € B apresentam ordem n x r e posto igual arr.

Dessa forma, nao é dificil ver que (3) fica escrito como

AX =FAX —ap' X _ +& (4)

~

gue é analoga a (1).



OBSERVACAO

Ainda, de (4), nao é dificil observar que
af' X =K AX _—AX +¢g,
é 1(0).

Assim, o lado esquerdo da igualdade continuard sendo [(0)

se o0 pré-multiplicarmos por

1 1 1
((1(1)‘ o



OBSERVACAO

Ou seja,
lef‘l ~ 1(0)
e, finalmente,
BXt ~ 1(0).
Segue-se que cada linha do resultado anterior representara

uma relagcao de cointegracao.

Conclui-se, ainda, que a partir de um VAR(2) n-dimensional,
obtemos um modelo nas primeiras diferencas com variaveis

cointegradas.



Modelo de Correcao de Erros Vetorial (VEC)

A forma descrita em (4) € chamada de forma de correcédo de
equilibrio ou de correcéao de erros.

Segundo Hendry e Juselius (2001), a forma (4) é mais
apropriada se quisermos discriminar entre efeitos de
ajustamento de curto prazo a relacoes de longo prazo e 0s
efeitos de variacoes nas diferencas defasadas.

Em (4), a matriz de niveis defasados, II, esta no instante t-1,
mas pode ser escolhida estar em qualquer defasagem.



Modelo de Correcao de Erros Vetorial (VEC)

O modelo de correcdo de erros e assim chamado porque

explica AX; por dois componentes:

o fator de curto prazo, representado por

FAX

e a relacao de longo prazo dada entre as coordenadas do

vetor de variaveis enddgenas
- '
X, = op Xi

considerando que haja cointegracao.



Modelo de Correcao de Erros Vetorial (VEC)

Em (4), o e B sdo duas matrizes de ordem n X r e posto r.
Dizemos que B € a matriz de cointegracao ou de vetores
cointegrados e o € a matriz de cargas ou matriz de

coeficientes de ajustamento.



OBSERVACAO

Vale a pena observar que

AX, ~1(0) e P X4~ 1(0)

Assim, esses termos apresentam meédias constantes, ou
seja:
E(Axtj:c

representando taxas de crescimento; e

E(B'thj =}

representando os interceptos nas relacdes de cointegracao.



OBSERVACAO

Assim, do slide anterior e partindo de (4), um resultado mais
abrangente, dado por

~

p-1
AX —C= ZF{A Xti—Cj_“(B'th_l‘ijﬁt (5)

=1 -~

pode ser facilmente obtido.

Em (5), vemos que ha duas formas de correcao de equilibrio:
uma do crescimento dos dados a sua media e, outra, dos
vetores de cointegracao em relacao a sua média. Em analises
de séries reais, temos que verificar se c e p séo diferentes de
Zero ou nao.



Teste de Cointegracao
de Johansen



Introducao

Johansen propoe um teste para definir o posto da matriz
IT e, por conseqguéncia, o espaco de cointegracao. Com
base nisso, podemos estimar o0s vetores de

cointegracao contidos em .

A metodologia proposta pelo autor € interessante

porque é empreendida simultaneamente a estimacao do

modelo de correcao de erros vetorial (VEC).



Introducao

Ou seja, a metodologia proposta por Johansen permite a
estimacao do VEC simultaneamente aos vetores de

cointegracao.

Para identificar o posto, Johansen prop0Oe dois testes,
baseados em uma  estimacao por maxima

verossimilhanca restrita.



Introducao

A ideia de Johansen é usar a configuracdo VAR e

procurar o posto da matriz IT de uma forma bastante

Inteligente.

De forma intuitiva, caso haja cointegracao, o posto da
matriz I, que apresenta dimensao n x n, sera menor que

n, digamos igual ar.



Introducao

Vale observar que, aqui, a ideia de posto nulo é analoga
a ideia de raiz unitaria no modelo univariado.

Naquele caso, o coeficiente que multiplicava a variavel
original defasada em um passo era nulo ante a presenca
de raiz unitaria.

No caso multivariado, posto nulo significa que a matriz
IT = 0. Dessa forma, trata-se de uma raiz unitaria
multivariada.



Teste de Cointegracao de Johansen

O procedimento de Johansen & uma generalizacao

multivariada do teste ADF.

Considere o seguinte modelo:

AX (I)D+a|3Xt1+FAX +...+F) AXt(p_l)Jrst (6)
em que

=0 +...+® -1,

D, — Contém termos deterministicos
(constantes, tendéncias, etc.).



Teste de Cointegracao de Johansen

O procedimento sugerido por Johansen (1988, 1995), para
testar a existéncia de cointegracéao, é baseado nos seguintes
passos:

Verificar a ordem de integracéo das séries envolvidas;

Especificar e estimar os parametros de um modelo VAR(p)
para o vetor X, que supomos I(d);

Verificar a existéncia de termos deterministicos (dentro e fora
do vetor de cointegracao);

Construir testes RV para se determinar o numero de vetores
de cointegracao, que sabemos ser igual ao posto da matriz IT,;

Dados o0os vetores de cointegracao (normalizados
apropriadamente), estimar o MCE (via EMV).



Teste de Cointegracao de Johansen

E sabido que o posto de II fornece também o nimero de
autovalores nao-nulos de Il. Suponha a seguinte ordem para
tais autovalores normalizados: A, > A, > ... > A,. Se as series
ndo forem cointegradas, entdao p(I) = 0O e todos os

autovalores serdo nulos. Ou, ainda, log.(1-A;) = 0, para todo I.

Um teste de RV para testar o posto de II € baseado na

estatistica traco

S =—T Y log, 1) (7)



Teste de Cointegracao de Johansen

A estatistica (7) testa

H,:r>r, (8)

Se p(IT) = r,, entao

Ay sareees A

sdo aproximadamente nulas e (7) serd pequena; caso
contrario, sera grande. Ainda, a distribuicado assintotica de (7)
€ uma generalizacao multivariada da distribuicdo ADF e

depende da dimenséo n — r, e da especificagcao dos termos
deterministicos.



Teste de Cointegracao de Johansen

Os valores criticos podem ser encontrados em Osterwald-
Lenum (1992) paraoscasosla5en-r,=1, 2, ..., 10.

Ainda, Johansen também utiliza a estatistica do maximo
autovalor

N

A (r)=-T Ioge(l—ﬂroﬂ) (9)
para testar
H,:r=r,

H,:r=r,+1. (10)



Teste de Cointegracao de Johansen

A distribuicao assintdtica de (9) tambéem depende da
dimensédo n - r, e da especificacao dos termos
deterministicos. Valores criticos podem ser encontrados na

referéncia anteriormente citada.

Supondo-se que o posto de II € igual a r, Johansen (1988)
prova que o estimador de maxima verossimilhanca de B é
dado por

By :(01 0, ... Or) (11)

~ ~ ~



Teste de Cointegracao de Johansen

em que

U; é o autovetor associado ao autovalor A

~

Ainda, os EMV dos parametros restantes sao obtidos por
meio de uma regressao multivariada com B substituido pelo
seu respectivo EMV. Johansen (1995) mostra a normalidade

assintotica dos estimadores de B.



EXERCICIO

Considere o arquivo vendas.wfl, que apresenta as seéeries

anuais, entre os anos de 1937 e 1990, de vendas (em milhares

de unidades) e de gasto com propaganda (em milhares de

dolares), de uma determinada empresa norte americana.

a) Conduza o teste de cointegracao proposto por Johansen.
Interprete os resultados.

b) Com base nos resultados do item anterior, estime um
modelo adequado para o vetor de variaveis resposta de
Interesse, escreva 0s resultados na forma usual e

Interprete-os.



Leitura Complementar |

(RestricOes na Matriz de Cargas e nos Vetores de Cointegracao)



Introducao
Um aspecto bastante interessante do procedimento de
Johansen e poder testar formas restritas do vetor de
cointegracao. Isso €& possivel porque, se ha r vetores de
cointegracao, apenas essas r combinacbes lineares de
variaveis sao estacionarias. Assim, pPoSsO reestimar 0sS
modelos impondo as restricoes desejadas e, se elas forem
adequadas, entao o numero de vetores de cointegracado nao
deve diminuir. Assim, estime os modelos restrito e irrestrito.
Obtenha os autovalores de cada modelo, respectivamente

A A A N Nk Nk
ordenadoscomo A4 >A4,>.>A e A >A>.>A1.



Teste de Hipoteses

A estatistica do teste sera dada por:

R=-T Y [nfi- £ )-inf- 4 )}

iI=r+1

A intuicao € que os autovalores de cada uma das regressodes

devem ser proximos, caso arestricao imposta seja valida.



Observacao

Para se impor restricoes no vetor de cointegracao, devemos
observar, primeiro que o elemento (i, j) se refere a transposta

da matriz B. Ou seja, a i-ésima relacdo de cointegracdo tem a

seguinte representacao:

B(i,1)-y, +B(i,2)-y, +...+ B(i,k)- y,

em que,
Yi, Yo, -, Y SA0 as variaveis do vetor resposta.



EXERCICIO

Com base nos resultados obtidos no exercicio anterior:

a) Conduza um teste de hipoteses adequado, sobre os
parametros do vetor de cointegracao, que verifigue se a
elasticidade é unitaria.

b) Conduza um teste de hipdteses adequado, sobre os
parametros da matriz de cargas, que verifique se a relacao
de cointegracéo s entra na equacéao ligada a propaganda.

c) Repita (a) e (b) conjuntamente.



Leitura Complementar Il

(Inclusao dos termos deterministicos)



Escolha dos Termos Deterministicos

Segundo Johansen (1994, 1995), os termos deterministicos

em (6) sao restritos a forma

D, =p =po+npt. (12)

~

Para verificarmos o efeito dos termos deterministicos no

modelo VAR, vamos considerar o seguinte caso especial:

AX =potmt+ap X  +g (13)



Escolha dos Termos Deterministicos

A ideia, aqui, € decompor os vetores p, € p, em relagcao a
meédia das relacd0es de cointegracao e em relacao a média

das taxas de crescimento, ou seja,

Bo =0Py+C

_~ ~

B =0p,+C (14)

~

Dessa forma, podemos escrever

AX,=ap,+C,+ap, t+Cc t+ap X  +¢ (15)



Escolha dos Termos Deterministicos

Ou, ainda,
()
1
AXt:a(pO P, B')t +(Cc+cltj+at (16)
Xt—l
\ -~/
com
[ A
1
X, =|t
Xt—l




Escolha dos Termos Deterministicos

Podemos sempre escolher p, e p, tais que o erro de equilibrio

(,B*)'X: = Vq

~ ~

tenha meédia zero, logo

E(Axtj =C,+C, 1

Vale a pena observar que se c, # O temos um crescimento
constante nos dados e se ¢, # 0 temos uma tendéncia linear
nas diferencas ou tendéncia quadratica nos niveis das

variaveis. Aqui, existem 5 casos a considerar:



Escolha dos Termos Deterministicos

Caso 1. Constante nula, y, = 0; neste caso, p, = p;, =0e o
modelo n&o possui qualquer componente deterministica,
com X, ~ I(1) sem drift (n&o ha crescimento dos dados) e as
relacfes de cointegracdo apresentam média igual a zero.
Esse caso é util quando as variaveis sao expressas na
mesma unidade. Por exemplo, numeros indices na mesma

base.



Escolha dos Termos Deterministicos

Caso 2. Constante restrita, w, = p, = apy heste caso, p; = 0,
Co = 0, mas p, # 0 e, portanto, nao ha tendéncia linear nos
dados e as relacdes de cointegracao tém media p,. ESse caso
é util quando as variaveis nao exibem tendéncia linear e

existe uma diferenca de patamar entre as variaveis.

Caso 3. Constante irrestrita, u, = p, neste caso, p, = 0 e as
series do vetor X, sao I(1) sem drift e as relacdes de
cointegracao podem ter medias diferentes de zero. Esse caso
é util quando temos a presenca de uma tendéncia linear na

variavel original (equivalente a uma constante na AX,).



Escolha dos Termos Deterministicos

Caso 4. Tendéncia restrita, pu, = py + ap,t; neste caso, c, = 0,
mas c,, py € p; Sao irrestritos. As séries séo I(1) com drift e as
relacoes de cointegracao tém uma tendéncia linear. Esse
caso sO é util quando as variaveis exibem tendéncia linear.
Aqui, as tendéncias se anulam dentro do vetor. Ainda, esse
caso consegue captar crescimento de outras variaveis gque
nao estao contempladas no modelo (por exemplo, variaveis

dificeis de mensurar).



Escolha dos Termos Deterministicos

Caso 5. Tendéncia irrestrita, p, = py, + pt; aqui, nao existe
nenhuma restricao sobre p, e p,. Ainda, séries sao I(1) com
tendéncia linear (logo, tendéncia quadratica nos niveis) e as
relacoes de cointegracao apresentam tendéncia linear. Aquil,
previsdoes podem ser ruins. Ou seja, cuidado ao adotar essa

opcao.



Escolha dos Termos Deterministicos

DICA

O grafico das variaveis nos auxilia num possivel descarte
dos modelos 1 e 5.

1: Viade regra, variaveis sdo medidas de forma distinta;

5. Muito dificil séries econdmicas apresentarem tendéncia
guadratica.

Para mais detalhes, vide, por exemplo, Hendry e Juselius
(2001).



Escolha dos Termos Deterministicos

OBSERVACAO

Os casos 1 a 5 sao usualmente referidos como H,(r), H,*(r),
H,(r), H*(r) e H(r), respectivamente. O MCE irrestrito é
denotado por H(r), significando que p(II) < r. Obtemos,
entdo, uma sequéncia de modelos hierarquicos

H(O) <..cH(r) c...c H(n),
em que
H(O) indica o modelo VAR néao cointegrado; e

H(n) indica o modelo VAR(p) irrestrito estacionario.



Leitura Complementar Il

(Exogeneidade)

Engle, Hendry e Richard (1983) — Artigo Basico



Exogeneidade

Econometria “Classica’

Exogeneidade

Estrita;

V4

uma variavel vy, &
estritamente exdgena se
ela € Independente de
todos os termos aleatorios
do modelo em todos os

Instantes de tempo.



Exogeneidade

Objetivos

. Inferéncia (estimar parametros e realizar testes

de hipdteses): Exogeneidade Fraca.
. Previsao: Exogeneidade Forte.

. Analise de Politica Econdmica:

Superexogeneidade.



Exogeneidade Fraca

Definicao. uma variavel z, é fracamente exdgena (ou exdgena
fraca), em relacdo aos parametros de interesse, ¥, se, e

somente se, existir uma reparametrizacao de 0, dada por
6 =[Ay )]

tal que

1. ¥ é funcéo apenas de A,;

2.a fatoracao da densidade conjunta realiza um corte

seqgulencial, ou seja,

Fx(Xi5 0) = Fyiz Vil 25 Ag)-F2(z 5 A)



Exogeneidade Fraca

Definicao (cont.).
em que

AMei, € A XA,
ou seja,

A, € A, S&0 parametros de variacao livre.

Cointegracao e Exogeneidade Fraca

(Parametros de Interesse: vetores de cointegracao)

Quando os coeficientes da matriz o sao zeros, a variavel
explicada é dita fracamente exdgena.



Exogeneidade Forte

Definicdo. z, é fortemente exdgena, em relacdo aos
parametros de interesse, ¥, se

1. z, &€ fracamente exdgena em relacéo a ¥,

2.z, ndo é Granger causada por y,.

Observacao

A ideia associada a exogeneidade forte €& querer
descartar o modelo marginal, pois, caso contrario, na
hora da previsao teriamos problemas, uma vez que

precisariamos do modelo marginal para “re-alimentar” a
equacao condicional.



Cointegracao e Exogeneidade Forte

Quando os coeficientes da matriz oo sao zeros, a variavel
explicada é dita fracamente exdgena. Para verificar se
essa mesma variavel, que esta sendo explicada, é
fortemente exdgena, basta verificar se na equacao de
Interesse as variacOes defasadas das demais variaveis

nao sao relevantes para explicar tal variavel estudada.



Superexogeneidade

> Aideia, aqui, esta associada ao fato de querer verificar, por
exemplo, se uma determinada politica econdmica foi
efetiva.

» QOu seja, 0 governo toma certas medidas e se 0s agentes,
gue nao sao insensiveis, ficarem conhecendo tais medidas,
eles reagirao a elas e essas medidas nao terao servido para
nada.

» 0O agente “mudar de comportamento” significa que no
modelo de interesse 0s parametros associados aos
agentes mudaréao de valor.



Superexogeneidade

Definicao. z, € superexdgena, em relagao aos parametros de
Interesse, ¥, se

1. z, é fracamente exogena em relacéo a '¥;

2. A, € Invariante em relacdo a mudancas em A,
provocadas pelas intervencdes (por exemplo,
medidas governamentais) no modelo marginal.

Observacao

Se houver mudancas nos parametros (devido as politicas),
entao os agentes reagiram e oS A’s nao sao invariantes.



Superexogeneidade

Testes

1. Compare os residuos recursivos dos modelos marginal e
condicional. Veja, por exemplo, se houve “quebra” no
comportamento das estimativas dos parametros dos
modelos marginal e condicional. Em caso afirmativo, nao
existe, entao, a superexogeneidade.

2. Trabalhe com dummies no modelo marginal para tentar
capturar o efeito da intervencao. Ainda, utilize as mesmas
dummies no modelo condicional para verificar se
intervencdoes afetam tal modelo. Em caso afirmativo,
descarte a superexogeneidade.



Voltando ao Exercicio

Com base nos resultados anteriores:

a) Alguma variavel do sistema pode ser considerada
fracamente exdgena? Justifique a sua resposta através de
uma analise inferencial adequada.

b) Alguma variavel do sistema pode ser considerada
fortemente exdgena? Justifique a sua resposta através de
uma analise inferencial adequada.



