Exemplo

O departamento de RH de uma empresa deseja avaliar a eficacia dos
testes aplicados para a selecao de funcionarios.

Para tanto, foi sorteada uma amostra aleatéria de 50 funcionarios que
fazem parte da empresa e que passaram pelo processo de selecao que
utilizou os tais testes.

Para cada um dos funcionarios foi registrada a nota media nos testes
de criatividade, raciocinio mecanico, raciocinio abstrato e habilidade
matematica (notas de 0 a 26). Ainda, apos 6 meses da contratacao, foi
calculado um escore que indica o seu desempenho profissional (O a
120).

Pergunta: existe alguma relacao entre o escore de desempenho dos
funcionarios e a nota média nos testes?




Assoclacao
entre duas variaveis guantitativas

o Diagrama de dispersao: recurso grafico gue nos permite

visualizar o comportamento conjunto das duas variaveis.

o Coeficiente de correlacao linear: mede a Intensidade da

associacao linear existente entre as variaveis.




Coeficiente de Correlacao Linear

Definicdo: Medida de associacao linear entre duas variaveis

guantitativas (varia entre -1 e +1).

= Valores proximos a +1: indicam forte relacao linear positiva;
= Valores proximos a -1: indicam forte relacao linear negativa;

= Valores proximos a zero: indicam auséncia de relacao linear.



Um breve parénteses...



Diferenca entre correlacao e causalidade

A correlacdo nao implica necessariamente uma relacdo de
causalidade. Ou seja, um dos eventos nao necessariamente causa a

ocorréncia do outro. Todavia, a correlacéo pode ser uma pista...

Nao é porque (A) acontece juntamente com (B) que podemos afirmar

gue (A) causa (B).

Por outro lado, se (A) e (B) apresentam relacédo de causalidade, entao

eles apresentaréo correlacao.



Diferenca entre correlacao e causalidade

= Assim, determinar se existe de fato uma relacdao de causalidade
requer investigacao adicional pois podem acontecer as seguintes
situacoes:
— (A) causarealmente (B);
— (B) pode ser acausade (A);

— Um terceiro fator (C) pode ser causa tanto de (A) quanto de (B);

— A correlacao pode ser apenas uma coincidéncia, ou seja, os dois
eventos nao tém qualquer relacao para aléem do fato de ocorrerem

ao mesmo tempo.



Diferenca entre correlacao e causalidade

Bolsa Familia €& paraquedas eleitoral de Dilma no
Norte/Nordeste (Estadao, 11/10/2010)

— “Quanto maior o peso do Bolsa Familia no municipio, maior a votacao
de Dilma Rousseff (PT).”

— “A petista tem uma espéecie de paraquedas eleitoral que |he garante um
patamar minimo de votos, especialmente nas regidbes onde o programa
é mais importante para a economia local.”

— “Em cerca de metade dos municipios brasileiros, o Bolsa Familia atende
pelo menos um terco das familias (...)”

http://blogs.estadao.com.br/vox-publica/2010/10/11/bolsa-familia-e-paraguedas-eleitoral-de-dilma-no-nortenordeste/



http://blogs.estadao.com.br/vox-publica/2010/10/11/bolsa-familia-e-paraquedas-eleitoral-de-dilma-no-nortenordeste/

Diferenca entre correlacao e causalidade
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Diferenca entre correlacao e causalidade

Voto em Serra X atendimento do Bolsa Familia
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Diferenca entre correlacao e causalidade

Voto em Marina X atendimento do Bolsa Familia
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Diferenca entre correlacao e causalidade

= Entdo, para vocé, o governo usou o Bolsa-Familia como moeda de

troca eleitoral?

= Uma vez que o Bolsa-Familia existe, ele gerou votos adicionais para a

presidente?

= (Os graficos anteriores sao suficientes para responder a estas

perguntas?
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Voltando ao Exemplo

O departamento de RH de uma empresa deseja avaliar a eficacia dos
testes aplicados para a selecao de funcionarios.

Para tanto, foi sorteada uma amostra aleatéria de 50 funcionarios que
fazem parte da empresa e que passaram pelo processo de selecao que
utilizou os tais testes.

Para cada um dos funcionarios foi registrada a nota media nos testes
de criatividade, raciocinio mecanico, raciocinio abstrato e habilidade
matematica (notas de 0 a 26). Ainda, apos 6 meses da contratacao, foi
calculado um escore que indica o seu desempenho profissional (O a
120).

Pergunta: existe alguma relacao entre o escore de desempenho dos
funcionarios e a nota média nos testes?




Voltando ao Exemplo
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Voltando ao Exemplo

Perguntas:

a) Qual modelo estatistico vocé proporia para estudar a relacao
entre o escore de desempenho dos funcionarios e a nota média
nos testes?

b) Qual meétodo de estimacdo vocé utilizaria para encontrar 0s
estimadores dos parametros do modelo proposto? Esses
estimadores apresentam boas propriedades?

c) A variavel nota média nos testes é relevante para explicar o
escore médio de desempenho dos funcionarios?

d) Qual a estimativa para o escore de desempenho de funcionarios
gue obtiveram nota meédia igual a 13 nos testes?



Analise de Regressao Linear Simples |

Aula 01

Gujarati e Porter — Capitulos 2e 3

Wooldridge — Secbes 2.2 e 2.3



Analise de Regressao

Reqressao — Técnica Estatistica utilizada para investigar e

modelar a relacao entre variaveis.

Objetivo — Na situacdo em que muitas variaveis estao

envolvidas, estudar o efeito que algumas variaveis
exercem nas outras. Este estudo consistiria na
construcdo e analise de uma relacdo matematica

entre as variaveis (no geral, uma variavel em
funcao das outras).
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Analise de Regressao

Na terminologia de regressao, a variavel que esta sendo estudada
é chamada de variavel dependente ou resposta, comumente
denotada por Y.

Ja as variaveis (ou a variavel) que estdao sendo usadas para
explicar a variavel dependente s&o chamadas de variaveis
Independentes, explicativas ou regressores, comumente
denotadas por X;, X, ...., X,.

A analise de regressao consiste em estudar como alteracdes nas
variaveis explicativas influenciam a variavel resposta.

17



Analise de Regressao

O tipo mais simples de analise de regressao, envolvendo uma
variavel explicativa (ou independente) e uma variavel resposta

(ou dependente), é chamado de regressao linear simples.

A analise de regressao envolvendo duas ou mais variaveis

explicativas € chamada de analise de regressao linear multipla.

18



Regressao Linear Simples

Definicdo — A funcao E(Y|X) € chamada regressao de Y em X.

Aqui, sera abordado um importante modelo de regressao, o
modelo de regressao linear, no qual E(Y|X) € uma funcéao

linear nos parametros.

Vale observar que a relacao matematica existente entre Y

(variavel resposta) e X (variavel explicativa) pode ser

gualquer.



Voltando ao Exemplo

Qual forma funcional vocé proporia para estudar a relacao entre o
escore de desempenho dos funcionarios e a nota media nos
testes?
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Observacoes

Duas amostras obtidas do mesmo teste de aptidao (X) nao
teriam obrigatoriamente que apresentar o mesmo resultado
no que diz respeito ao desempenho (Y), mas valores em
torno de um valor g, + B, x (reta).

Nao esperamos uma relacao perfeita entre as variaveis nota
meédia nos testes e escore de desempenho dos funcionarios,
uma vez que outros fatores nao controlados como, por
exemplo, tempo de experiéncia na funcao também podem
Influenciar na explicacédo da variavel escore de desempenho.

21



Regressao Linear Simples

Yi | ' E(Y‘X =Xi):ﬂo+ﬁlxi

Caracteristica Caracteristica
comum especifica



Regressao Linear Simples

Observacao 1

E comum supor que 0s

e, 1=1,2,..,n,
sejam variaveis aleatdrias identicamente distribuidas,
gualquer que seja o valor do regressor, que em muitos casos

e considerado aleatoério.

23



Regresséo Linear Simples
E(Y|x) como uma funcao linear de X,

onde para todo x a distribuicado de Y é centrada sobre E(Y|x)

“fY|x(y)

|

E(Y[X) = G + BiX




Regressao Linear Simples

Observacao 2

Vale salientar que o termo regressao linear significa

regressao linear nos parametros, ou seja, modelos da forma

Yi=Bo * By X%+ ¢
ou da forma
In(y;) = Bo + B1 In(X;) + &

também serédo considerados regressoes lineares.

25



Regressao Linear Simples

O parametro
E(Y[X=x) = Bo + B1X,

gue representa a media da v.a. Y, condicional a X = x, sera
estimado por

notagcao O o .Y

em que

B, =h, e B, =b, sdo estimativas para 8, e S.

26



Regressao Linear Simples

Ainda, a quantidade

Abuso de
notacao
O

O

éi :yi_oyi :yi-(léO_l_lélXi)’ =1, 2, ..., n

sera chamada de residuo.

N

Assim, o valor &; pode ser encarado como o erro cometido

por prevery (i=1, 2, ..., n)apartir de)“/i.

27



Ya-

YiT

Regressao Linear Simples

Y:,Bo"'/}lx

O

Abuso de
notacao

28



Voltando ao Exemplo

Qual método de estimacao vocé utilizaria para, com base numa
dada amostra, encontrar as estimativas dos parametros do
modelo de regressao linear simples anteriormente proposto?

DESEMPENHO

| E(YIX )=, + B, %

a0
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29
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Estimacao

Qual metodo de estimacao utilizar?

Um procedimento bastante utilizado em
Econometria para obter estimadores € aquele que se
baseia no principio dos minimos quadrados

ordinarios (MQO), introduzido por Gauss em 1794.

30



Minimos Quadrados Ordinarios

Quanto menor for o erro quadratico total (Zg?),
melhor sera a estimativa. 1SS0 n0s sugere procurar a
estimativa que torne minima essa soma de
guadrados. Matematicamente, o problema passa a
ser o de encontrar os valores de B, e B, que
minimizem a funcao

n n

S(ﬂmﬂl): Zgiz = Z[Yi _(:Bo + 0% )]2

=1 =1 31



Minimos Quadrados Ordinarios

O minimo da funcao e obtido derivando-a em
relacao a B, e fB,, e igualando o resultado a zero, o

gue resulta

O cim F
a—IBOS(IBO’ﬂl)_O € 8,318('80”61) 0

32



Minimos Quadrados Ordinarios

Voltando a funcao de interesse:
,Bo 181 Zgiz :Z Yi— IBO-I_IBI
=1 =1

Derivando...

n

5_,30 S(,Bo 131) - _2221: [yi - (ﬂo + % )]

ﬂ (g, ﬂ1=—2i Ty~ (8, + A s}

33



Minimos Quadrados Ordinarios

lgualando a zero a derivada em relacao ao
parametro B,

6 —
8—,308('80"81)_0

vem que:

—ZZ:, Yi_(ﬁo "‘Vlglxi) =0

i

Nota: via condicao de primeira ordem, notamos gque a soma
dos residuos, no modelo de regressao linear com
intercepto, € sempre igual a zero.



Minimos Quadrados Ordinarios

lgualando a zero a derivada em relacao ao
parametro B,

a —
aﬂl S(IBO’IB].)_O
vem que:

( )

- 2§< lYi - (ﬁo;" Iélxi )]Xi

&

|l
o

\ J

Nota: via condicao de primeira ordem, notamos que a
covariancia entre os residuos e o regressor € sempre
igual a zero.



Minimos Quadrados Ordinarios

Abrindo o somatorio da igualdade

_ZZ[% _(ﬁo +lélxi )]: 0

vem que;
ZYi :zléo +2181Xi SZYi = nﬁo +181in
i1 i1 i1 i1 i1

Assim,

/o \ N

,Bo: — X

<l
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Minimos Quadrados Ordinarios

Ainda, abrindo o somatorio da igualdade

- 22 {[yi - (ﬁo + B )]x, }: 0

vem que:
inyi _ﬁOZXi _Blzxiz :O
=1 i—1 i1

Substituindo ,éo — y_ﬁlx na igualdade anterior, nao

e dificil obter: 37



Minimos Quadrados Ordinarios

" nzxyl ZX Zyl Z(X X)(y| y) SXY—r S_Y
A Y %2 (Y x,f D> x-®F S TS,

Dessa forma, a equacao estimada por minimos
guadrados fica dado por

T g=ht b



Voltando ao Exemplo

Quais as estimativas dos parametros do modelo de regressao

linear simples de interesse?

140

120 -
100 A
80 A
60
40 A
20 7

Desempenho

5/

00
0.00

5.00 10.00  15.00  20.00
Nota média

25.00

30.00

Abuso de
notacao

O

O

{ =6851+181x

Como tais estimativas devem ser interpretadas?



Regressao Linear Simples

Yi = E(Y|X :Xi)+3i =Py + L X% +é&

Parametros

B, — € o intercepto;
B, — coeficiente angular da reta de regresséao

SE(Y|X = x)
OX

Observacao

:,Bl

Na pratica, nem sempre B, (intercepto)
Interpretacao.

apresenta

40



Voltando ao Exemplo

68,51: valor medio do desempenho dos funcionarios que

tiraram média igual a zero nos testes de admisséao.

1,81: variacdo meédia no desempenho dos funcionarios,
guando aumenta-se a nota média obtida nos testes de

admissao em 1 unidade.

41



Minimos Quadrados Ordinarios

Exercicio

Encontre a matriz hessiana e verifique sob quais condicoes a
mesma ¢é definida como positiva. Ainda, discuta se 0s
estimadores encontrados geram o minimo da funcédo de

Interesse.

42



DESEMPENHO

Voltando ao Exemplo

Abuso de
notacao

O

120
110

100

O

{ =6851+181x

&0 +

70 I I I I I

Mota media

O modelo de regressao proposto esta bem ajustado?

Como medir a qualidade de ajuste do modelo?



Objetivo

Construir uma medida que indique, mesmo que de
modo Imperfeito, a qualidade do ajuste do modelo

de regressao.

Coeficiente de determinacao (ou de explicacao) — R?

44



<

Somas de Quadrados

y -y erro ao se prever
- y pela média geral
Do+ BiX ~
Y - y: erro ao se prever
/ y pelo valor estimado
para E(Y|X)

\ <[ <>

y -y : “ganho” ao se
prever y pelo valor

estimado para E(Y|X)
em comparacao ao se
prever y pela media
geral



Somas de Quadrados

N 2
___________ Sy + Bx >SS T = le(yi -Y)

<
@

- | :

SSR:gu -9,)

y
y
-

n >
SSE = Z(g’u - 37)
i—1

SST: soma de quadrados total
SSR: soma de quadrados devido aos residuos

SSE: soma de quadrados devido a explicacédo (modelo de regresséao)



Coeficiente de Determinacao (R?)

Resultado: SST = @

Parcela da variabilidade Parcela da variabilidade de
de y que é explicada pelos| | y que nao ¢é explicada pelos
regressores do modelo regressores do modelo

@D

Proporcao da variabilidac

SSE ggr total de y que e explicac

:ﬁzl—ﬁ pelos regressores 0
modelo adotado.

Q

RZ

@



Voltando ao Exemplo

140
, 120 - .
< 100 - o o o2 3
s b R2 = >°E _ 4 5803
e SST
@ 40 A
)

20

00
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Notamédia

n 2 . 2
SST=> (y;-y) =4.593,1 SSR=> (y;-¥;) =1925,3
i=1 i=1

q 2
SSE=> (¥;-Y) =2.667,7=SST-SSE
i=1




Voltando ao Exemplo

140
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o
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=0,5808

Desempenho
.

0,00 5,00 10,00 15,00 20,00 25,00 30,00
Notamédia

Interpretacao: 58% das variacoes no desempenho dos

funcionarios apos 3 meses de trabalho séo
explicadas pela nota média obtida nos testes
de admissao.



Voltando ao Exemplo

140
120 - N

° el RZ:%:O,%OS
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o
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Desempenho

0,00 5,00 10,00 15,00 20,00 25,00 30,00
Notamédia

Conclusao: Parece que a nota média obtida é relevante para
a explicacao do desempenho dos funcionarios,
uma vez que tal regressor explica mais da
metade das variacOes da variavel resposta.




Coeficiente de Determinacao (R?)

Exerciclo

Prove que, no caso do modelo de regressao linear simples com
Intercepto, o coeficiente de correlacao linear de Pearson elevado
ao quadrado é igual ao coeficiente de explicacdo (ou

determinacao) — R?. Ou seja,

~2 _SSE_ _S§ _ [ S
SST S_S,, S,




